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REFRACTION A TRAVERS UN PRISME 
SUIVANT UNE LOI QUELCONQUE, 


Par M. A. CORNU, 


PROFESSEUR A L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE. 


TROISIÈME PARTIE", 


ÉTUDES EXPÉBIMENTALES DESTINÉES A CONTROLER LES THÉORÈMES PRÉCÉDEMMENT ÉTABLIS. 


38. Dans les deux premières Parties du présent Mémoire, un certain 
nombre de théorèmes géométriques assez simples, relatifs à la marche 
des rayons lumineux à travers un prisme, ont été établis indépendam- 
ment de toute connaissance sur la surface d’onde dans le milieu consi- 
déré. Dans ce qui va suivre, on va voir l’application de ces théorèmes 
à l'étude de la marche de la lumière à travers des prismes formés de 
diverses substances cristallisées qui se prêtent utilement à ce genre 
d'observations : les déterminations numériques qui s’y rencontrent jus- 
tifient de tout point l’exactitude de ces propositions; en outre, elles 


('y For 3° Série, t. 1 pr 2sr. 
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apportent un certain nombre de vérifications très-précises relatives 
à la surface d’onde des milieux à un axe optique, découverte ou plutôt 


devinée par Huyghens. 


39. Les expériences ont été faites, pour la plupart, avec des prismes 
de spath d'Islande, substance qui se recommande spécialement, pour 
ce genre d’études, par son homogénéité, sa transparence, la perfection 
géométrique de ses clivages et l’énergie de sa double réfraction ; le seul 
reproche qu’on puisse adresser ce cristal est son peu de dureté, qui 
rend très-difficile la taille de faces artificielles aussi planes que la préci- 
sion des mesures l’exigerait. Toutes ces conditions sont nécessaires pour 
que les vérifications numériques aient une valeur effective. En général, 
les substances que la nature nous offre en beaux cristaux transparents, 
le spath d’Islande excepté, ont toujours quelque défaut grave qui les fait 
rejeter; par exemple, le quartz, la topaze, l’orthose, la baryte sulfatée 
sont trop peu biréfringentes pour qu’on puisse les employer utilement 
à de semblables observations. L’aragonite serait très-intéressante à étu- 
dier, à cause de sa biréfringence avec deux axes optiques; mais elle a 
deux défauts : le premier, de ne présenter aucun repère cristallogra- 
phique précis pour l’orientation des sections, car les facettes planes et 
polies sont rares et les clivages peu marqués; le second, de différer 
trop peu d’un cristal à un seul axe optique; son emploi introduirait 
toutes les complications des cristaux à deux axes, sans apporter le bé- 
néfice des contrôles théoriques relatifs à cette complexité de constitu- 
tion. Parmi les cristaux artificiels, l’azotate de soude se recommande 
par une biréfringence énorme et une facilité de clivage rhomboé- 
drique remarquable; mais il est encore plus mou que le spath d’Is- 
lande et de plus un peu déliquescent, de sorte que la taille de facés . 
artificielles suffisamment planes est à peu près impossible; on peut 
néanmoins utiliser, comme on le verra plus loin, la réfraction du rayon 
extraordinaire à travers l’angle aigu de deux clivages, et en déduire 
une vérification intéressante. Le soufre cristallisé dans le sulfure de 
carbone devra aussi donner des résultats importants, car il est biaxe; 
mais la taille en est également tres-difficile; aussi son étude a-t-elle 
dû être remise à une époque où l’on disposerait d’échantillons de 
transparence suffisante et convenablement taillés. | 
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40. Le spath d'Islande offre encore un avantage : c’est la constance 
de ses propriétés optiques; tous les échantillons limpides et à clivages 
bien réguliers présentent la double réfraction à un seul axe optique 
avec des indices de réfraction principaux si bien définis, que les déter- 
minations faites par un grand nombre de physiciens sont presque iden- 
tiques. 

Cette homogéncité optique est précieuse dans les études présentes, 
non-seulement parce qu’elle est une condition nécessaire à V’application 
des principes adoptés, mais parce qu’elle permet un système de vérifi- 
cations sur lesquelles on ne pourrait pas compter si la substance réfrin- 
gente présentait une structure optiquement irrégulière. En effet, il ne 
s’agit pas seulement d'appliquer aux données numériques de l’observa- 
tion des formules qui permettent d'affirmer que, dans l’intérieur du 
milieu, les ondes lumineuses se comportent de telle ou telle manière : 
il faut montrer qu’il en est réellement ainsi; il est donc nécessaire de 
se ménager un moyen de connaitre la marche de ces ondes par une mé- 
thode tout à fait indépendante. C’est justement ce que permet la con- 
naissance de la surface de l’onde lumineuse dans les cristaux à un axe 
optique. Ces études ont donc le double avantage de vérifier les proposi- 
tions géométriques très-générales relatives à la propagation des ondes, 
et en même temps de contrôler l’exactitude de la surface d’onde des 
uniaxes. 


41. Ces considérations font comprendre la marche suivie, dans cette 
troisième Partie, pour l’exposé des observations et des calculs qui en 
dérivent. Chaque série de mesures donne lieu à deux séries de calculs : 
la première est l'application des théorèmes généraux exposés précé- 
demment, indépendants de la connaissance de la surface d’onde lumi- 
neuse; la seconde est, au contraire, la détermination théorique des 
mêmes éléments, en partant de l’ellipsoide d’Huyghens défini par les 
indices mesurés par Rudberg. 

Les vérifications numériques constitueront donc un contrôle de 
l'exactitude, non-seulement des formules nouvelles, mais encore de 
l’ellipsoide d’Huyghens. 
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PREMIERE SERIE D’OBSERVATIONS. 


LA 
DÉTERMINATION DES ÉLÉMENTS GÉOMÉTRIQUES D’UNE ONDE RÉFRACTÉE PAR UN PRISME 
CORRESPONDANT AU MINIMUM DE DEVIATION. 
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42. Choix du prisme. — Pour la série d’expériences faites en vue de 
vérifier les théoremes dans leur généralité, on a choisi un prisme de 
spath d’Islande à faces artificielles; l'orientation a été déterminée par 
les trois conditions suivantes : 

1° L’onde réfractée intérieure correspondant au minimum de dévia- 
tion devra, comme onde suivant la loi extraordinaire, différer, autant 
qu’il sera possible, d’une onde suivant la loi ordinaire et avoir le moins 
possible d'éléments de symétrie communs avec les faces du prisme, afin 
d’accentuer la divergence entre les phénomènes que produisent ces 
deux espèces d’ondes. 

2° L'orientation cristallographique de l’onde devra être facile à 
définir (*). 


(') On a profité de la connaissance de la surface de l’onde extraordinaire du spath d’Islande 
pour satisfaire à ces conditions. En effet, les ondes qui diffèrent le plus d’une onde suivant la 
loi ordinaire sont celles pour lesquelles la direction lumineuse efficace fait l’angle le plus grand 
avec la normale à l'onde. L’axe du rhomboedre ou axe optique étant un axe de révolution, 
il suffit de rechercher, dans une section méridienne quelconque de l’ellipsoïde, la tangente à 
l’ellipse qui fait le plus grand angle avec le rayon vecteur du point de contact. 

Soient (fig. 10) a le demi-axe de révolution de l’ellipsoïde; 6 l'axe équatorial; » l'angle 


Fig. 10. 


que fait la perpendiculaire à la tangente avec l’axe optique. 
L’équation de la tangente à l’ellipse sera 


© COS + y sinw = p = Va? cos*w + U* sin*o; 
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3° Les faces seront inclinées à 6 degrés, cet angle étant commode 
pour la mesure de la déviation et des incidences. | 

Voici la figure représentant la coupe du prisme adopté, taillé dans 
un rhomboide de spath d'Islande (fig. 11). 


Fig. 11. 
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AB,C, B,C, B,C, A’ est le parallélépipède de clivage choisi; les faces arti- 
ficielles MM’ et NN’ font respectivement des angles de 30 degrés avec 


—— 


sa dérivée par rapport à » donne l’équation d’une droite passant par le point de contact M 


: (a? — b?) sinw cosw 
— x Sinw + y cose = — apace Seeger 


les valeurs de x et y, communes à ces deux équations, sont les coordonnées du point M. 
Posant 
tangw'— Ze, 
a 


et divisant membre à membre les deux équations, il vient 


+asine—ycoso  (a?— b?)sinw cosw 
xzcoswe+ ysino  a’cos*w+ b’sin’w 


ou 
(a? — b*) tango, 


tango — tang’ ; 
——_2_—_——. = tang(o—w )= ——_—_—_ 
B( ) a+ 6 tangy? ? 


1-+ tango tango 


on en déduirait aussi n 
tang w'— a tango. 


Le maximum de w — w’ s’obtiendra en égalant à zéro la dernière expression de tang(o — w' 
prise par rapport à tango 
(a? + 6? tang’w) (a? — b?) — (a? — 0”) tango 20” tanga = 0, 6’ tang’w = a’, 
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les faces AC,B,C, A‘B,C, Ba, et sont toutes deux parallèles à l’arête 
AC ou B, Ga ou By AY 4 ‘ à é ; Ed 

De cette manière l’axe-du rhomboèdre est orienté d’une manière quel- 
conque par rapport au p isme. de sorte qu’il n’y a aucun élément de 
symétrie commun entre le prisme et le cristal. 

Pour éviter des confusions, on a donné un nom à chaque face du 
cristal. 

Les trois faces rhomboédriques adjacentes au sommet obtus A sont 
R,, R,, Re; les trois autres, qui leur sont respectivement parallèles, 
sont R,, R,, Re. 

Les faces artificielles sont désignées par M et N. 


d’où 


21 


2 
a a 
tang?o = BP tango = + 7? tango! — + 


La valeur correspondante de © — w” 
a 
b _@a@—P 


Caan) Saab 


(a? — b) 
tang (o — 0’) = 


Rappelant que les indices de réfraction sont les inverses des demi-axes 


; nz— n?, RES A+ indice extraordinaire, 
tango rer COMTE indice ordinaire, 

on voit ainsi que les ondes qui satisfont à la question correspondent aux deux diamètres 

conjugués égaux de l’ellipse méridienne. Substituant les valeurs de z,, 7, de Rudberg cor- 

respondant à la raie D (voir plus loin, p. 29), il vient 


© = 41°52! 3" 


w'= 48° 7'57" o! — o = 6°15'54". 


Ce calcul préliminaire montre que, dans le spath d'Islande, la normale à l’onde extraordi- 
naire fait, avec la direction lumineuse efficace, un angle qui atteint presque 6°16’, et, comme 
cet angle est un maximum, les ondes voisines ne s’écarteront donc pas beaucoup de ces con- 
ditions. Quant à la direction de ces ondes, leur normale fait un angle d'environ 42 degrés 
avec l’axe optique. 

Pratiquement voici comment, en partant de ces données, on a construitle prisme : on a re- 
marqué que les faces de clivage du rhomboèdre de spath faisaient avec son axe un angle 
de 44°37’, très-voisin de la direction des ondes qu'on vient de définir; il en résulte qu’une onde 
qui se propagerait dans le cristal parallèlement à une face du rhomboëdre jouirait sensible- 
ment de la propriété en question. On a donc pris pour plan bissecteur du prisme un plan 
de clivage; on était ainsi assuré que l'onde réfractée serait très-voisine de la direction voulue. 


Quant à l’arête du prisme, elle a été choisie parallèle à une des arêtes du rhomboédre formant 
l'hexagone gauche autour de l'axe. 
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D'après les conventions établies dans le premier Mémoire (p. 237), 
langle d'incidence sur la face M sera désigné par e, sur la face N pare’. 
La bissectrice intérieure de la section droite du prisme sera l’axe 
des x,..., comme il est indiqué (fig. 12). 


Gr 


Dig. 


Observations faites avec le prisme de spath d'Islande. 


43. Ce prisme était placé sur la plate-forme d’un excellent gonio- 
mètre de Babinet, construit par MM. Brunner frères; il a servi à faire 
quatre séries d'observations; on déterminait 

1° L’angle du prisme; 

2° Les déviations minimum du rayon extraordinaire ; 

3° Les incidences correspondant à ce minimum, incidences qui ne 
sont pas égales, comme on l’a démontré précédemment, n° 24 (p. BD}: 

4° L’inclinaison de l’image de la fente verticale du collimateur 
apres réfraction. 

Dans toutes ces observations, on employait la lumière monochro- 
matique très-intense, produite par la flamme d’un brûleur à gaz (ou 
d’un jet d'hydrogène pur) dans laquelle sont placés une spirale de pla- 
tine et du sel marin fondu. Les deux premières déterminations s’effec- 
tuaient suivant la méthode ordinaire; on observait la réflexion des 
rayons du collimateur sur les deux faces du prisme fixé invariablement : 
la différence des lectures donnait le double de l’angle du prisme; de 


f 
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même, la réfraction à droite, puis à gauche, fournissait le double de la 
déviation minimum. | we 
La détermination de l'incidence, correspondant au minimum de dé- 
viation, est un peu moins facile à faire : la première méthode consiste 
à amener avec beaucoup de soin le prisme au Minimum de déviation et 
à lire l’azimut du rayon réfracté et celui du rayon réfléchi sur la face 
d'incidence; l'incertitude que comporte nécessairement la position du 
prisme oblige à répéter l'observation un assez grand nombre de fois : 
la différence des lectures donne évidemment (fig. 13) un angle défi- 


nitif H. ae 
M H—7—2e+0D. 


Fig. 13. Fig. 14. 


En recommencant la même série d’opérations sur l’autre face, on ob- 
tient un autre angle H’ ( fig. 14). 


H’= 7 — 2e’+ D. 


Ces deux déterminations se contrôlent mutuellement et permettent, jus- 


qu’à un certain point, d’assigner l’approximation du résultat final, qui 
est la valeur e — e’. 


En effet, on a dans tous les cas 
A+D=e+e' 
substituant la valeur de D dans les valeurs de H et H’, il vient 


H+A—=TrT+e — e, 
H’--A=7-+e —e!, 


H +- H’+2A= arn; 
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de sorte que la somme de H + H et du double de l’angle du prisme doit 
être égale à 2 x. Si cette condition n’est pas satisfaite, le demi-excès sur 
2m mesure l’erreur à craindre, c’est-à-dire l’approximation qu’on peut 
espérer des mesures. 

| Une seconde marche plus laborieuse, mais aussi plus exacte, a été 
également employée; elle est calquée sur celle qu’a imaginée Despretz ' 
pour déterminer la température du maximum de densité de l’eau; elle 
consiste à observer le minimum de déviation et les doubles incidences 
qui correspondent à deux déviations très-voisines de ce minimum. Si 
l’on se représente graphiquement (fig. 15) les déviations d, d’, 0” en 


Fig. 15. 


abscisses et les incidences, 7’, , 7, 7; , 7, correspondantes en ordonnées, 
on construira la conique osculatrice de la courbe t = 9 (0), définie par 
ces quatre points et par une tangente; il est inutile de construire cette 
conique, mais on obtiendra le point de contact en joignant les milieux 
des deux cordes parallèles. Une simple proportion permet donc de 
calculer l’ordonnée du point cherché; ce point définit l’incidence z, 
correspondant au minimum de déviation (vor plus loin, n° 48). 


44. L’observation de l’inclinaison de l’image de la fente a été faite 
de deux manières. Il eût été plus commode d’avoir un micromètre 
semblable à ceux que les astronomes emploient au foyer des lunettes 
équatoriales, c’est-à-dire portant un fil mobile entraîné par l’alidade 
d’un cercle divisé, normal a l’axe optique de l’instrument. Le gonio- 
mètre dont on faisait usage ne portant pas une semblable pièce, on a 
dû utiliser d’autres moyens de mesure: on a profité de ce que la lu- 
nette était mobile autour de deux colliers concentriques à son axe 
optique. Dans le premier mode opératoire, on amenait le fil vertical de 
la lunette à coincider avec l’image de la fente, par une rotation conve- 
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nable de la lunette autour de ses colliers; pour évaluer cette inclinai- 
son, on en mesurait la tangente trigonométrique en ramenant la lunette 
dans l'alignement du collimateur ; on mesurait alors la hauteur angu- 
laire apparente de la fente verticale avec le fil devenu oblique; le quo- 
tient de cette lecture, par la valeur de la hauteur angulaire réelle de la 
fente, mesurée préalablement, donnait la tangente trigonométrique de 
langle cherché. 

Ce procédé fort simple s’appliquerait à toutes les lunettes dont le 
tirage portant le réticule pourrait tourner autour de son axe de 
figure. L'autre mode opératoire a consisté à fixer sur la monture 
de la lunette un petit miroir permettant de mesurer la rotation au- 
tour des colliers, à l’aide d’une lunette auxiliaire et d’une échelle 
divisée: on faisait deux lectures : d’abord en fixant le zéro, c’est- 
à-dire l’azimut de la lunette, lorsque le fil vertical coincidait avec 
l’image directe de la fente du collimateur; puis en ramenant dans cette 
même direction la lunette, après l’avoir tournée de l’angle convenable 
par la mise en coïncidence du fil avec l’image de la fente; les deux 
lectures de l’échelle divisée fournissaient les éléments de l’angle de 
rotation cherché ('). 

L’exactitude de ces deux opérations est subordonnée tout entière à 
la netteté de l’image de la fente; on ne doit pas choisir une hauteur 
de fente trop considérable parce que l’image réfractée serait notablement 
arquée ; il faut aussi qu’elle soit fine. C’est là que l’imperfection des 
surfaces, les phénomènes de diffraction dus à la petitesse, à la forme 
et à l’obliquité des faces du prisme jouent un rôle facheux; car ces 
causes tendent à élargir l’image optique, à en rendre les bords es- 
tompés et même à la déformer un peu. Pour éliminer cette influence, 


(') Note sur le réglage de la fente. — Il est nécessaire que la fente du collimateur soit 
bien verticale, c’est-à-dire exactement perpendiculaire au plan du limbe ou parallèle à l’axe 
de l'instrument. Pour obtenir cette condition, on dispose sur la plate-forme centrale une glace 
argentée, et on la règle à l’aide de la lunette (par réflexion normale et retournement), de 
manière que son plan soit parallèle à l’axe de l'instrument. Alors on observe la fente ave 
la lunette, en ayant soin de faire coincider le fil vertical du réticule avec elle sur toute 
sa longueur; puis on observe l’image réfléchie sur la glace : si la fente est bien réglée. le 
réticule coïncide encore avec l’image, sinon l'angle des deux directions est le double dé = 


reur de verticalité de la fente; on peut donc la corriger par les m ; 
; oyens de rég 
dispose a My réglage dont on 
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on a répété les mêmes mesures sur le rayon ordinaire et l’on a rap- 
porté Vinclinaison de la fente, vue par réfraction extraordinaire, 
non pas à l’image directe, mais à l’image vue par réfraction ordi- 
naire ; c’est le résultat consigné dans le tableau suivant, dans la dou- 
zième série. Quoi qu’il en soit, dans le cas où quelque observateur 
voudrait effectuer des mesures analogues, on ne saurait trop lui con- 
seiller de mettre un soin extrême à l'exécution des faces du prisme, 
tant au point de vue du poli que de la planitude, et, à cet effet, de choi- 
sir un prisme de spath ayant des dimensions aussi grandes que possible. 


45. Nous allons déduire de ces données expérimentales les trois 
éléments géométriques de l’onde, réfractée dans l’intérieur du cristal, 
correspondant au minimum de déviation. 

Ces trois éléments sont, ainsi qu’il a été dit au n° 5 (p. 233) : 

1° La vitesse suivant la normale à l’onde plane; 

2° L’angle que fait la direction lumineuse efficace avec cette nor- 
male ; 

3° L'orientation du plan parallèle à cette normale etau rayon efficace. 

Il faut ajouter à ces trois éléments constitutifs de l’onde les élé- 
ments qui définissent sa position relativement au cristal. Dans les ob- 
servations précédentes, l’onde plane réfractée étant, comme les ondes 
émergentes, parallèle à l’arête du prisme, sa position est déterminée 
par sa trace sur la section droite. 

Soit « l’angle que forme la normale à cette onde plane réfractée 
avec la bissectrice intérieure de la section droite du prisme, suivant 
les conventions du n° 12 (fig. 12). On a (n° 20, p. 247) 


T nr. 
2 2 


LE TU A: 


Cet élément de position se calcule par la formule du n° 35, 


a e —e! 
tang a = — — CO , 
(22 2 
dans laquelle 
A +D … A+D 

cos sin 
2 2 
= A ? | ie A 
aes sim — 
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Le premier élément géométrique défini plus haut, à savoir la vitesse 
normale de propagation, est l'inverse de l'indice de réfraction actuel »; 
il est fourni par l’une ou l’autre des deux formules (10) du n° 15, 


(p. 240) : 


e—e! e—e! 
cos cos 
2 2 
se r—r sin a 
cos 
2 
ae! , e—e! 
sin sin 
2 
= = 
# . r—r! G cosa 
sin 


lesquelles se servent mutuellement de contrôle pour le calcul numé- 
rique. 

Les deux autres éléments qui se rapportent à la direction lumineuse 
efficace se déduisent très-simplement de la connaissance des coordon- 
nées 2, Yo, Z du point de contact de l’onde plane avec la surface 
d’onde. Les formules du n° 37 (p. 267), applicables au cas du minimum 
de déviation, donnent, 


! 


MEME -—e I e—e’ cose cose’ 
olay QE , Jro= +5 Cos — 


? esi tae De 


La projection du rayon lumineux efficace sur la section droite fait 
avec l’axe des x un angle a’, tel que 


Yo 
ane co 
8 ax 


la comparaison avec la valeur de tanga montre que 
pe 
tanga’ — es tanga. 


Comme vérification, il est bon de rappeler la relation du n° 24 
(p. 253) 


tang? 5 = tang « tanga’, 


dans laquelle 8 = © + = £. 
2 2 
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Le rayon lumineux fait avec le plan de la section droite un angle x, 
défini par 


oe Zy __ ZCOSa" 
| Ven  & 

On pourrait calculer aussi en fonction des 2, Yo, 30 l'angle ¢ de la 
normale d’onde et du rayon efficace; mais les expressions ne seraient 
pas calculables par logarithmes : aussi est-il plus commode d’employer 
la trigonométrie sphérique. Les trois directions ci-dessus indiquées 
forment les trois sommets d’un triangle sphérique rectangle, à savoir 


Meg. 16): 


Fig. 16. 


OP normale d’onde, 
OF rayon lumineux efficace, 
OR projection du rayon sur la section droite, 


ee SS 
PR=a— a’, FPR= Q, 


ex, 
EP = 
On conclut facilement 
tang x = = ages ic Soa 
aa ~ cos(a— a’), 


— cos(a—a’ 
= cos(a— a!) 


relation qui fournit une vérification pour x : 


tangx 


cost — cosx Cos (x — a’ etats tag O = — 7" 
6 ) 6 sin (a — a’) 


46. Voici le résumé des observations faites avec ce prisme: le ta- 
bleau comprend quatre colonnes principales qui renferment les obser- 
vations angulaires, à savoir : les mesures relatives à l’angle du prisme, 
à la déviation minimum du rayon extraordinaire et aux incidences cor- 
respondantes. Comme vérifications ultérieures, on y a joint les mémes 
mesures relatives au rayon ordinaire : les nombres de la colonne @ re- 
présentent la température ambiante de l’ observation mesurée par un ther- 
momètre placé le long du collimateur; les deux autres colonnes com- 
prennent, l’une le résultat du contrôle indiqué au n° 43 (p. 9), l’autre 
les observations de l’inclinaison de l’image de la fente du collimateur. 
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#7. La concordance de ces observations est tres-satisfaisante; on 
pourrait prendre la moyenne de chaque colonne comme point de dé- 
part des calculs ultérieurs; mais, comme la variation des éléments avec 
la température n'est. pas à négliger, il vaut mieux choisir une série 
qui ait été faite complétement dans les mêmes circonstances. La meil- 
leure, sous ce rapport, et surtout relativement à la régularité des me- 
sures, est celle qui porte le n° 23; en effet, c’est celle qui présente la 
vérification indiquée au n° 43 avec la plus grande approximation, ainsi 
que le montre la colonne intitulée différence, H + H'+ 2A — an. De 
plus, la même série d'opérations appliquée au rayon ordinaire fournit 
un autre contrôle; on devrait avoir e — e — 0; l’observation a donné 
e’ — e = — 0°0'26" : ce qui tendrait à prouver que l’erreur est néga- 
tive et égale environ à 26”, valeur de même ordre que la moitié de la 
différence H + H’+ 2A — 27 — 1/31”. 

On adoptera donc, pour tous ces motifs, la série n° 23. 


Détail des observations. 


48. Le tableau précédent n'indique que le résumé des séries; celui 
qui va suivre donnera une idée complète des observations avec le détail 
des lectures du cercle et des verniers; c’est la série n° 23, elle fournit 
la valeur des incidences correspondant au minimum de déviation par 
la seconde méthode du n° 43. 

Le cercle est divisé de o à 360 degrés dans le sens des aiguilles d’une 
montre : les divisions représentent 5 minutes; les deux verniers per- 
mettent de lire 3 secondes et d’estimer 1”,5. On n’a écrit que la 
moyenne des deux lectures des verniers, à 180 degrés de distance, ce 
qui donne parfois des quarts de seconde. 


1° Observation préliminaire. 


Direction des rayons incidents (zéro arbitraire) 
venant du collimateur........ Per SS i, 90°26 25 


Cette lecture sert de vérification pour empécher les erreurs d’inad- 
vertance dans la mesure des doubles déviations. 
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2° Angle du prisme. 


Aréte placée du côté du collimateur : les rayons incidents se réflé- 
chissent simultanément à gauche et à droite, sur les faces M et N; 


CET ÉTAT 2 
Yu 
Lecture à gauche........... ans M D fe shame sey pose = 
Lecture à droite............ 34°36! ‘9”,0 4: LOD, oo cee LP GaP ap 


à . 3° Déviation minimum. 


Opération comme à l'ordinaire; 9 = 13°,0 : 


Déviation à gauche (incidence 


sur la face M})......... ... 133°28/26", 05 
Deviation a droite (incidence 2D —" 6°52 36",95. 
sur la face N)......,..... 10407700 


Somme..... . 180° 4/15”,95 


4° Incidences voisines de celle qui correspond au minimum de déviation. 


Réflexion sur la face N. 
La déviation minimum à droite correspondait à l’azimut 46°35’49’,50; 
on déplace la lunette jusqu’à 46°35'0”, alors la déviation correspond à 
deux positions du prisme; on règle soigneusement le prisme dans les 
deux positions qui amènent l’image lumineuse sur le réticule de la 
lunette, placée à 46°35’0", et l’on déplace la lunette de façon à recevoir 

le rayon réfléchi ; on obtient les deux lectures suivantes : 
158° 42’ 42”,95 


162°21' 18”, 75 Moyenne... 160°32/0", 75, 


De la même manière, après avoir déplacé la lunette jusqu’à 46°34'0’, 
on a obtenu 
159° 53/27”, 00 


163° 7! 2”,25 Moyenne... 160°25' 14”,63. 


5° Déviation minimum. 


Pour contrôler la stabilité du cercle et l’invariabilité des déviations, 
on a répété la mesure de la déviation minimum, avant de passer à 
l’autre série; 6 = 13°, 5. 
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Déviation à droite (incidence sur N). 46°35'53”,25 


Déviation à gauche (incidence sur M). 133°28/29” DER as 


Somme..... 180° 4!20”,25 


| Les azimuts ont varié l’un de 0’, 75, l’autre de 3”,5, quantités exces- 
sivement petites et dues probablement à la variation de température. 


6° Incidences voisines de celle qui correspond au minimum de déviation. 


Réflexion sur la face M; 6 = 13°, 2: 


: 6° 48’ 35” : 
Lunette à 133°29/0"..... oe Moyenne... 8°15'12”, 
* Oo U [24 
Lunette à 133°30'0”..... 49’ = Moyenne... 8°15'15”, 
10°41/27 


= 7° Déviation minimum. 


Incidence sur M..... 133°28/ 36”, 75 Pr Te 
Incidence sur N..... 46°35/ 51 ,00 2.D = 86°52 45", 75. 
Somme..... 180° 4'29”,75 


8° Angle du prisme. 


La température est alors 0 = 13°,4. 


156°24/21",75 


Res A 12090 81 99. 
2 


La température ayant été en croissant d’une manière régulière, on a 
éliminé son influence par le mode d'observations croisées qu’on a 
adopté : ainsi l’on prendra pour langle du prisme la moyenne des 
deux valeurs du commencement et de la fin de la série 


2 À = 120°50’ 28”,5. 
La déviation sera la moyenne des deux valeurs correspondantes du 
commencement et de la fin: 


2D = 86°52’ 40", 50. 


Annales de l’École Normale. 2° Série. Tome I. 3 
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Il reste a calculer les azimuts de réflexion pour en déduire les inci- 
dences. | 


1° Réflexion sur N. 


: Rae ro 46° 35’ 49”, 50 avant la série, 
Azimut de déviation minimum... 46°35! 53”, 25 après la série, 


Moyenne..... 46°35’ 51”, 38 


Tel est l’azimut qu’on adoptera pour la déviation minimum, et l’on 
écrira 

À 46°35'51”, 38 

A 46°35! 0”,00 

A 46°34’ 0”,00 


correspond l’azimut 2’ 
160° 32’ 0”, 75 
© 60°30! 14”,63 


51”, 38 
60”, 00 


AGT IVS 


d’où l’on conclut | 
x — 160°32/0”,75 106”, 12 


Tee: ae 60” ? 


d’où 
ae’ = 16033" 31" 04 
Retranchant l’azimut de la déviation minimum.  46°35'51”,38 à 


TNT Net ETS m+D— 2e = H’ = 11357 40", 26 


2° Réflexion sur M. 


133°28'27”,00 avant la série, 


Azimut de déviation minimum... js ; ee 
36”,75 après la série. 


Moyenne..... 133°28! 31”, 88 


d’où l’on conclut le tableau suivant : 
AES S220 ual OU = correspond l’azimut x 
y 20 ,12 
A 133°29' 0”,00 Go” DPINTIT 00, 
A 133°30! 0”,00 Pane 8°15’ 15”, 00 #80 
done 
x — 8°15! 12” 37 
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d’où 
t= 8° 1510", 54 
Retranchant x de l’azimut de déviation minimum.  133°28/31”,88 


ES Go OR ER LUE n+ D—2e=H= 125°13' 21", 34 


| Les valeurs de H et H’ satisfont à la vérification H + H' + 9 À — 2x : 


H — 125° 13! 21”, 34 | 
Wm deSy go" a6 M M=a(e— 9) = 11015 41,08 
2A = 120°50! 28”, 50 ee 537 50”, 54 


H+ H’+2A = 360° 1’ 30”,10 


L’exces est de 1/30”, 10; erreur à craindre sur e’ — e doit donc être 
de l’ordre de $ ( 1°30", 10) = 45”, 05. | 

Les valeurs de H et H’ jointes à celles de A et D fournissent une rela- 
tion de trop, et comme la vérification précédente n’est pas rigoureuse- 
ment satisfaite, il y a lieu de choisir la donnée à supprimer pour faire 
les calculs. Évidemment, les incertitudes sont surtout à craindre sur 
Het H’; si l’on n'utilise que leur différence H—H'—2(e —e), ces 
données entreront d’une manière aussi symétrique que possible : on 
aura donc comme données définitives 


2AÂ,2D—2(e+e)—2A et H—H'—2(e —e), | 


d’où l’on conclut 
A—="60°201147,25 
D = 432620", 25 
e =4o° 6/51”,98 (réflexion sur M) 
e! —54°44!42",52 (réflexion sur N) 


C’est avec ces données expérimentales que le calcul des éléments de 
l’onde réfractée a été effectué; les résultats obtenus sont consignés 
dans la deuxième colonne du tableau ci-après; la troisième contient 
ceux qui sont obtenus par la méthode décrite dans les paragraphes qui 
suivent. 
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RÉSULTATS NUMÉRIQUES 
. ‘ 


d’après d’après 
ree. 1 les Yorientation 
pg cs théorémes généraux cristallographique 
et du prisme 
les observations et les données 
‘précédentes. de Rudberg. 
Spt a = 88°42'54",79 88° 42'17",87 
erica) aa a' = 83° 50! 44", 04 83° 47' 42",68 
Indice de réfraction.......... roc n = 1,563079 1,563093 
et & rayon projeté et de la normale De en ASS EE" OF 4°54!35",19 
1 ASE D TS PCR 
Distance du point de contact de la surface nee À so nf 
d’onde à la section droite du prisme. | ” . ‘ 
Angle du rayon avec la section droite. | x = 3°47'47",5 3° 48' 13", 75 
Angle de la normale d’ondeet durayon. | ¢ = 6°10' 7" 6° 12'28", go 
Angle du plan contenant le rayon et la 
normale d'onde avec le plan de la sec- { & = 38° 0,5" 37° 50’ 28", 37 
tion droles... rss CCE 
Indice du rayon ordinaire............ n, = 1,658347 n, = 1,65846 raie D. 


Calcul théorique des résultats précédents. 


49. Le contrôle de ces résultats a été obtenu par leur comparaison 
avec ceux qu'on déduit de la connaissance de la surface d’onde du spath 
d'Islande. Le calcul ne laisse pas que d’être assez laborieux, surtout à 
cause des calculs préliminaires relatifs à l'orientation de l’axe optique 
par rapport aux faces artificielles du prisme; les résultats sont consignés 
dans la troisième colonne du tableau précédent. Voici la marche qui a 
été suivie. 

La première opération a consisté à rapporter les deux faces artifi- : 
cielles du prisme MN aux faces du rhomboèdre. Le parallélépipède de 
spath, ayant été choisi parmi un grand nombre d'échantillons, présen- 


|] 
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tait des clivages remarquables par lenr poli et la perfection de leur 
plan : aussi les mesures angulaires dont le détail va suivre se sont- 
elles effectuées avec une grande exactitude. 

Pour se rendre compte des calculs de trigonométrie à effectuer, il est 
nécessaire d'employer le mode de représentation graphique usité en 
cristallographie, à savoir la représentation sphérique des normales au 
polyèdre en projection stéréographique; à cet effet, on suppose que 
les directions des normales à toutes les faces du polyèdre passent par le 
centre d’une sphère et vont percer la sphère en des points qui définissent _ 
complétement les faces en direction. Ce sont ces traces qu’on projette 
stéréographiquement sur un plan convenablement choisi; ce mode de 
projection jouit, comme on sait, de la double propriété qu’un cercle 
tracé sur la surface de la sphère se projette suivant un cercle et que 
les angles se conservent en projection. 

La fig. 17 représente stéréographiquement les normales aux faces MN 


Fig. 17. 


du prisme et aux trois faces du rhomboëdre Ro, Ry, Ro. Le plan de 
projection est le plan des deux normales MN ou plan de la section 
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droite du prisme : on remarquera que la normale aR, est un peu au- 
dessous du plan de MN. Par l'observation au goniométre, on a mesuré 
le double de chaque angle dièdre; voici les résultats obtenus ou plutôt 
le supplément de la moitié de ces lectures, c’est-à-dire l’angle des nor- 
males représentées sur la figure : 

IN = 119°34'33",00 ('), 

MR; = 83° 3 4,5, 

NR, = 109° 6’ 30”,75, 

MR — 105018 6,75, 

MR 74055 557,25. 
Comme vérification on a mesuré un angle surabondant 

KR) = 1390649",98; 
on a, en effet, 

Pas 

MN + fi, + NR; = 359°59'28",5 = 27 — 31",5. 


Les trois faces M, N, R, n'étant pas rigoureusement parallèles à une 
même droite, les trois normales ne sont pas dans un même plan, et, 
par suite, la somme des trois angles doit être un peu inférieure à 360 de- 


(‘) On remarquera une légère différence entre l'angle MN observé dans cette série 
| A = 60°25'a7", 0 = 17,0, 
et la valeur obtôlis dans la série n° 23, employée dans les caleuls antérieurs, 
A = 60°25'14",25, 0 = 13°,3; 


mais cette différence (12",75) s'explique très-bien par la différence de température ; d’après 
la discussion de l’ensemble des séries, l'angle du prisme croîtrait d’enyiron 3 secondes pour 
un accroissement de la température de 1 degré, Malgré cette petite divergence, on n’a pas 
cru devoir modifier la seconde valeur de l’angle du prisme pour le calcul théorique des élé- 
ments de l'onde réfractée ; la comparaison du nouveau calcul avec les résultats obtenus par 
la première méthode est done entachée d’une petite erreur d'environ 12 à 15 secondes; mais 
cette erreur est négligeable vis-à-vis de l'incertitude qui pèse sur la détermination expéri- 
mentale de e —e’, laquelle peut s'élever de 1 à 2 minutes. D'ailleurs cette comparaison est 
destinée bien plutôt à montrer la validité et l’usage commode des théorèmes géométriques 
employés qu’à faire une confrontation rigoureuse du calcul et de l'observation, 
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grés : le sens de la différence est donc une vérification qualitative des 
| mesures. 


Les calculs de trigonométrie sphérique qu’on a à effectuer ne présen- 
tent aucune difficulté; mais ils sont fort longs par eux-mêmes et par 
les vérifications qu’on est obligé de faire. 


Pour définir l’orientation de l’axe optique S (fig. 17), relativement 
aux faces du prisme, on a choisi deux angles, à savoir : 

1° L’azimut x OP’ du plan projetant cet axe sur le plan de la section 
- droite, compté à partir de l’axe des æ ou bissectrice intérieure du prisme, 


o = 12744 417,96; 
ES | 
2° L’angle SP que fait cet axe avec le plan de la section droite 
4) = 26°4’20",65. 


Ces résultats ont été obtenus par la marche suivante : 
1° On a adopté comme angle du rhomboëdre la valeur 


ug 
RyRy = 74055" 55”, 25; 
Pat ae 
on a calculé l’angle R,S que fait l’axe S avec la face R,; on trouve 
SR, = 44°37'9",72, 


SR, R: = 39° 2! 47”, 06; 


et pour l’angle 


2° On a calculé l'angle dièdre MR,R,., d’après la connaissance de 


I a ET ne 
MR,, Ro Ro: RM, 
_MR,R; = 107°56/ 48”, 80 


(vérifié par le calcul direct des deux autres dièdres et de l’excès sphé- 
rique). 
Par soustraction on a obtenu le diedre MRS, 


MR,S = 68°54’ 1”, 74. 


; ; aa 
3° On a calculé l’angle diedre MR,N, 


MR,N=t 18°56’ 48”, 70 
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(vérifié par le calcul direct des deux autres dièdres et de l'excès sphé- 


rique. 
D’où l'on a conclu par addition avec l'angle précédent, 


NR,S = 172°9'9”, 56. 


La connaissance de ces deux angles a permis de calculer de deux 
manières différentes les angles ¢ et » définis plus haut: il ne reste plus 
en effet qu’a résoudre un triangle rectangle, connaissant un cote et 
l’angle adjacent; les résultats des deux calculs ont été concordants à 
quelques centièmes de seconde; les dièdres qu’il fallait connaître étaient 


RINM= 92°49' 53”, 26, 
R,MN = 108° 3/39”, 70; 


ils avaient déjà été calculés dans le triangle MNR,. 


50. La connaissance de la position de l’axe optique relativement aux 
faces du prisme permet d’appliquer les données de Rudberg au calcul 
théorique des éléments de l’onde réfractée. Les formules à employer 
sont celles du n° 22, p. 250, à savoir (29) et (30). 

Calcul des éléments de l’onde réfractée au minimum de déviation. — 
L’équation (29) développée se met sous la forme 


ee — S (a’?sin?o + 6? cos?) — = (a cos’ + b’sin?c) + a’°b°?= 0, 
PE eee 2 y 
dans laquelle a et b sont les axes de l’ellipse qui forme la ligne d’onde 
sur la section droite. Si l’on convient de réserver les lettres a et b pour 
désigner le demi-axe longitudinal et le demi-axe equatorial de l’ellip- 
soide d’Huyghens, l’ellipse considérée aura aussi b comme demi-axe 
perpendiculaire a la projection de l’axe optique (parce que l’axe équa- 
torial se projette en vraie grandeur) et pour axe perpendiculaire la va- 
leur a’, tel que 

a? = a& cos’ + b? sin’, 


o étant l’angle que fait l’axe de l’ellipsoïde de révolution avec le plan 
de la section droite (fig. 18). 
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La direction « de la normale à l’onde plane réfractée, qui corres- 
pond au minimum de déviation, est fournie par les formules (30) 


. T 
: , a? sin? + b? cos?a — — 
a — b? i 2 

oy coter ( )sing cosa cd u à y 
. I 

@ COS?o + b*sin?o — — 

Le 


(a — b’)sino cose 


Fig. 18. 


Dans ces formules a ou a’, b eto sont connus, mais p et y, qui ren- 
ferment la valeur de la déviation, ne le sont pas; il faut éliminer ces 
deux inconnues entre l’équation de l’ellipse et la suivante, bien connue 


(16, p. 246), 
2 À 2cin2 À == 
(16) pH? cos’ + sin = =1. 
A cet effet, on tire p? et v? des deux équations (30), en fonction de 


cota, et l’on substitue dans l’équation (16). On arrive, après quelques 
transformations faciles, à l'équation du second degré 


NQ tang’a + (MN — P? + Q’) tanga + MQ — 0, 
dans laquelle 
A 
M = a’? cos’o + 0b? sin?o — cos’ ) 
: er 
N =a” sin?c + b?cos’o — sin? ay 
| A A 
P =sin’?— cos?—>» 
2 2 


Q = (a — b) sine cosa, 
a? — a? cos’w + 6? sin’o. 
L’équation en tanga se résout sans difficulté : quant à la racine à 


adopter, elle se reconnait aisément par la condition que l'onde réfractée 
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doit être à peu près parallèle à la bissectrice de la section droite du 
prisme, c’est-à-dire que « doit être voisin de go degrés. 

L'indice de réfraction de l’onde plane au minimum de déviation 
s'obtient en substituant la valeur de & dans l’équation (22) du n° 22, 


p. 248, 


. = p'= Va? cos (a — 3) + 6? sin?(a— a). 


La connaissance de l’indice permet de calculer les angles d’émer- 


gence, car ona 
r—r’ T à ; 
CES | a ae sine =nsinr, 

rtr’ 


2 


A eh, ae 
ET sine = nsiInr. 


Comme vérification, on se sert de la formule 


/ 4 


Fi C= 


tang — 


tang - 

reer ete 
tang - 

2 2 


tang 


L’angle de la projection du rayon avec l’onde plane est donné par 


expression (34), n° 23, p. 252, 
,À 

: lang — 
tanga’ = Ê tanga = 
tang? 


eae tan8e, 


d’où l’on tire a — a’, angle cherché. 
L’angle du rayon lumineux avec la normale à l’onde plane se dé- 


duit de la même propriété géométrique appliquée à ellipse méri- 
dienne. A cet effet, on commence par calculer (fig. 19) langle @ que 
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fait la direction « (représenté par F sur la figure) avec l’axe optique S : 
le triangle sphérique rectilatère FOS donne sans difficulté 


PEN 
cos0 = sinOS cos FOS = — sinw cos (oc — «), 


appliquant le théorème 


b? 
tango’ — = tang 0, 


d’où l’on conclut 6 — 6. 

C'est angle appelé & au n° 45, p. 13. 

L’angle du plan de l’axe optique et de la normale d’onde avec la sec- 
tion droite © se calcule aussi à l’aide du même triangle SOF: c’est le 
complément de F; ou mieux à l’aide du triangle rectangle SPF’ où il est 
représenté par F’, 

tango = tangQ sin (o — a). 


Enfin la coordonnée z,, distance du point de contact de la surface 
d’onde à la section droite (fig. 20) (3, est positif comme étant au- 


dessus de ce plan). 
Fig. 20. 


(4) 


Sur la figure, le plan PRQ représente le plan d'onde, OP la normale 
d’onde, O le centre de l’ellipsoide, R le point de contact, 


2,21, OP = -; POR=a—«’ et RPQ=Q, ROQ=x. 


Exprimant 25 de trois manieres, il vient 


tang x 


I I / 
SE = = tang(a — a’) tangQO 
neos(a—a’) n s ) É 


I . 
= — a} Q = 
= > tang (0 — 6’) sin 
où l’on retrouve les formules de la page 13, n° 45 : on peut donc cal- 
culer Q, x et Zo. 


ia 
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51. Les nombres qui figurent dans la troisième colonne du tableau 
de la page 21, n°48, ont été obtenus à l'aide de ces.formules par la 


substitution des valeurs 
: © 26° 4'20”,65, 
o = 127°44'41",96, 
A= 60°25'29”",00, 
~ =n, = 1 65846 
pour la raie D (Rudberg). 

= Ne "1 ,48635 j - 


al = 


Les différences entre les résultats déduits des théoremes généraux 
et ceux déduits de l’ellipsoide d’Huyghens sont partout assez faibles. La 
plus grande concordance correspond aux valeurs de @ et de x, où elle 
est véritablement remarquable; la plus grande discordance a lieu 
pour Q : elle s’éleve à 9} minutes; mais il y a lieu de remarquer que cet 
azimut est, par sa nature méme, assez mal défini au point de vue expé- 
rimental, puisque la normale d’onde et le rayon efficace qui détermi- 
nent l’un des deux plans du dièdre font un angle tres-petit (6°ro’). 
Quant aux autres valeurs, elles s’accordent en général à 2 minutes près; 
c’est l’ordre d’approximation qu’impose la détermination de e’ — eet y. 

En résumé, on peut conclure que les théorèmes généraux démontrés 
précédemment sont vérifiés par l’expérience; leur simplicité relative 
dans une question si complexe rend leur emploi tres-commode. On 
peut affirmer, en outre, que dans un cas très-général l’ellipsoide de 
Huyghens rend un compte aussi précis que possible des observations. 
Ces expériences et ces calculs confirment donc l’exactitude, la validité 
de la forme de la surface d’onde adoptée pour les cristaux uniaxes. 

Remarque. Pour avoir un contrôle plus direct des nombres de Rud- 
berg, on a observé dans la même série la déviation minimum du rayon 
ordinaire : en mesurant à nouveau l’angle du prisme, on a trouvé 

2D,= 105°23' 24”,00, 
aA == 190° 50S’, 25, 


Gi Ce © 


De ces données, on a déduit l'indice de réfraction ordinaire du spath 
d'Islande correspondant à la raie D 


ny = 1,658 389, 


SUIVANT UNE LOI QUELCONQUE. 29 


qui ne differe du nombre de Rudberg que d’une quantité presque insi- 
gnifiante. 


Vérification expérimentale du cas où le prisme produit une 
déviation constante et indépendante de l'incidence. 


52. Les observations et les calculs précédents ont été effectués spé- 
cialement en vue de la vérification des théorèmes généraux qui défi- 
nissent les éléments géométriques d’une onde réfractée, indépendam- 
ment de la connaissance de la surface de l'onde; l'introduction, dans le 
second calcul, de Vellipsoide de Huyghens fournit une vérification labo- 
rieuse, il est vrai, mais très-eflective, de la nature de la surface d’onde 
des cristaux uniaxes. 

Mais on pourrait objecter que les petites divergences, inévitables 
dans des observations aussi délicates, sont peut-être causées par 
_ l’inexactitude de la forme adoptée comme surface d’onde; heureuse- 
ment on peut trouver, parmi les propriétés géométriques exposées 
dans la première partie de ce Mémoire, un phénomène qui permet de 
vérifier synthétiquement l'exactitude de la forme ellipsoidale de la sur- 
face de l’onde du spath d'Islande : c’est le phénomène correspondant 
aux théorèmes qui font l’objet de la Note du n° 16. On peut résumer 
ainsi les propositions démontrées dans cet article : 

Si l’on considère un prisme dont la ligne d’onde correspondant à la 
section droite ait ses axes orientés parallèlement aux bissectrices de 
cette section 

Ma + Ny "Tr, 
ce prisme produira une déviation constante D, indépendante de l’in- 
cidence des rayons, lorsqu'il sera placé dans un milieu dont l'indice 
sera #, à la condition qu’on ait 


PAC MER 
(K) tang Sy = FN: 


la déviation constante étant donnée par la formule 


ry 1 ADN tan os 
(K’) fatten Mo 
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53. Il est facile de démontrer la proposition réciproque, à savoir 
que, si un prisine produit une déviation constante et indépendante de 
l'incidence, la ligne d’onde correspondant à la section droite est néces- 
sairement elliptique. 

En effet, d’après l'équation ( 12) du n° 15, p. 240, on a, dans le cas 
général, pour l'indice de l'onde réfractée correspondant à un angle À 
et une déviation D qui définissent p et v, FE 
i r—r! 


PS eo LOI : 
ae oe. aa 4 


' C2 PR 0 
substituant « = > + —,—> a étant l'angle avec l'axe des x de la nor- 


male à l’onde plane réfractée, 


Pe CRT mie Fe in2 
RQ Da Sa Sa ae 
Si D est indépendant de e et e’, c’est-à-dire de r et r’ ou a, pet v 
sont des constantes, et l’on a, pour la loi qui lie la vitesse de propaga- 


tion p de l’onde réfractée avec sa direction, 


I 1 te 
p= —, COS’ a + — sin?æ. 
p- y? 


L’enveloppede cette onde plane, sur la section droite ou ligne d’onde, 
est l’ellipse 
Perv y— i. 
Cette ellipse doit donc être identique à l’ellipse du milieu considéré 
M2x? + N°7° — k?, 


k étant indice du milieu extérieur : l'identification conduit aux deux 
formules rapportées plus haut (K), (K’). 


54. Il était donc très-naturel de soumettre l’ellipsoide à cette vérifi- 
cation : la difficulté pratique était de parvenir, pour le liquide, à l’in- 
dice convenable & : la une étude approfondie des données mêmes de la 
question a permis une grande simplification expérimentale. 

Le prisme de spath d’Islande le plus facile à utiliser était évidem- 
ment l’angle aigu ou l'angle obtus d’un rhomboide de clivage; or il se 
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rencontre une simplification inattendue lorsqu'on opère à la fois sur 
Pangle aigu et l'angle obtus : c’est que indice du liquide fournissant 
la déviation constante est le même dans les deux cas, et que de plus 
cette déviation constante reste la même en valeur absolue, mais se 
trouve de signe contraire. 

En effet, lorsqu'on intervertit l’angle aigu et l’angle obtus, on 
intervertit les axes de l’ellipse dans la section droite : la première for- 
mule (K) devient done 

T >) _N—F 


A 
21 (ie Ss hee ee 2 CR 
tang (E+ ; FM = oO" >? 


c’est-à-dire reste identique apres la substitution; la seconde (K’) devient 


tang? (2-242) = À cov = = cot (>-2), 


5) 2, a N 2 


qui s’identifie avec la première forme en changeant le signe de D. 


55. La méthode d'observation destinée à vérifier ces particularités cu- 
rieuses de la réfraction extraordinaire, dans un castrès-général, devient 
tres-facile à mettre en œuvre d’après les propositions qu’on vient de 
démontrer. 

Le rhomboide de spath d'Islande était soutenu par un support parti- 
culier, formé d’une petite plaque au-dessous de laquelle il était fixé; 
cette petite plaque était, par l'intermédiaire de trois vis de réglage, 
soudée à la partie inférieure d’une tige glissant à frottement dans un 
tube fixé lui-même à une potence; cette tige faisait fonction d’axe verti- 
cal et, à l’aide du réglage, on disposait quatre des arêtes du rhomboide 
parallèlement à cet axe : le tout était disposé sur la plate-forme du go- 
niomètre. 

Une petite cuve de verre, à faces bien planes et parallèles, contenait 
le liquide; le rhomboïde y plongeait et pouvait y tourner librement 
dans tous les azimuts. 

Quant au liquide, il était en grande partie formé d’essence de 
girofle (n= 1,5345, raie D), dont l’indice est très-voisin de l’indice 
convenable (théoriquement 1,537182); pour augmenter l'indice, on 
ajoutait quelques gouttes d’essence de cannelle (r = 1,610); dans le 
cas où l’on dépassait la limite, on abaissait indice avec de l'essence de 
térébenthine (n = 1,48). 
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Il eût été très-incommode de composer le liquide en prenant comme 
base la valeur numérique de son indice; les déterminations eussent été 
fastidieuses, d’autant plus que l’évaporation inégale des essences était 
un obstacle presque insurmontable pour l'obtention d’un résultat pré- 
cis. Heureusement le phénomène lui-même indiquait si l'indice était 
trop élevé ou trop faible; en effet, lorsque l'indice était voisin de la 
valeur limite, la déviation du rayon émergent était presque constante, 
mais elle n'avait pas atteint sa vraie valeur; pour l’angle aigu, elle 
était au-dessus, pour l’angle obtus au-dessous. Comme les rayons in- 
cidents traversaient à la fois les deux angles aigus ou les deux angles 
obtus, suivant l’azimut du cristal, on pouvait recevoir successivement, 
dans le champ de la lunette, la déviation à droite de l’angle aigu de 
gauche, par exemple, et la déviation à droite de l’angle obtus dedroite : 
ces deux déviations, égales lorsque l’indice est arrivé à la limite, ne le 
sont pas dans le cas contraire. Pour savoir s’il fallait augmenter ou di- 
minuer l'indice, on examinait laquelle des deux déviations était la 
plus grande ; la règle était celle-ci : l'indice est trop fort si la déviation 
est plus forte que celle de l’angle aigu, et réciproquement; un moment 
d'attention la rend évidente. 


56. En opérant ainsi, on arrivait à coup str à obtenir deux déviations 
aussi égales que possible, et l’on vérifiait que la déviation était constante 
et indépendante de l’incidence. Ce phénomène présente ainsi deux véri- 
fications, l'une qualitative, à savoir l’existence d’un indice extérieur 
produisant une déviation indépendante de l'incidence; l’autre guanti- 
tauve, l'égalité, au signe près, des deux déviations constantes pour des 
prismes supplémentaires dont les bissectrices intérieures sont cristal- 
lographiquement rectangulaires. Mais il présente une troisième vérifi- 
cation numérique très-importante, c’est l'accord de la déviation obser- 
vée avec la valeur théorique de cette déviation, calculée d’après 
l’ellipsoide d’Huyghens et les données de Rudberg; pour effectuer ce 
calcul, il suffit de connaître les axes de l’ellipse, projection orthogonale 
de l’ellipsoide sur le plan de la section droite du prisme. 

A cet effet, on commence par calculer l'angle » que fait l’arête du 
rhomboedre avec l’axe; pour cela on a déterminé langle du rhom- 
boide de clivage sur lequel on a opéré, et l’on a trouvé sur les quatre 
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arêtes réfringentes (x, 6, a’, 8’, désignant les quatre faces) 


ADS LO 
a B =105°4'15”, a Bl! = 74°56! 1”, 
PS Gecko Ore 


PAS 
GB == 10904 5”, a B=174206! 15", 


La somme des quatre angles égale 360°0’ 36”; il y a donc une petite 
erreur de 36 secondes à répartir sur les quatre angles (due probable- 
ment à un défaut de réglage des arêtes à mesurer), ce qui conduit à la 
valeur définitive pour l’angle du rhomboedre 


AS 
AB 00" 41, 


valeur qui diffère si peu de celle qui fait partie de la série relative au 
prisme à faces artificielles (*) 


R= 105%4/4/,75, 0— 17,4, 


qu'on fi’a pas cru devoir la substituer à ce dernier nombre admis 
comme une donnée fondamentale dans tous les calculs de ce Mémoire. 

La formule à employer s'obtient en considérant un trièdre rectangle 
ayant pour arêtes, l’arête du rhomboëdre, l’axe et la trace sur l’une des 
faces du rhomboedre du plan projetant cet axe, 


R 
cosv = cot6o° cot 4 
d’où 
v = 6344! 19”, 69. 
L’ellipse, projection de l’ellipsoide, aura pour axe perpendiculaire à 
la projection de l’axe optique la valeur même de l’axe équatorial 26, 
qui se projette en vraie grandeur; suivant l’axe optique, l’axe de l’el- 


lipse sera 2a”, 
_a"?— a’sin?v + b’cos?v; 


(*) Ces mesures montrent combien la structure du spath d'Islande est régulière, puisque 
deux échantillons, pris au hasard, donnent, pour l’angle de leurs clivages, des nombres iden- 
tiques; toutefois il est-bon d'ajouter que ces deux échantillons sont de la même provenance. 
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numériquement, d’apres les indices de Rudberg, 
= = 1,620061 = M ('), 


i — 1,46835 =N. 
Appliquant les formules (K) et (K’), on trouve pour l'indice du liquide & 


et pour la déviation D 
kz 10097102 


D = 4°48! 50", of. 


Mais cette déviation est celle qui correspond à un milieu extérieur in- 
défini d’indice #. Comme le liquide est compris entre les deux. plans 
parallèles de la cuve, il y a lieu de corriger l’effet de la réfraction 
dans l’air; les deux cas les plus simples qui peuvent se présenter sont 
les suivants : 
1° La cuve est fixe; la face d’entrée est normale aux rayons inci- 
dents; la déviation apparente D’ sera donnée par l’expression 
sin D’— #sin D, 
d’où 
D! = 724/42", 4. 
2° Les faces de la cuve sont parallèles au plan bissecteur du prisme 
et solidaires de son mouvement : 
sin— =hk sin ao 
d’où 
1 == on tO: 


C'est à cette dernière disposition qu’on s’est arrêté; l’observation a 


(") On a pu contrôler directement ce nombre par l’observation de la déviation minimum 
du rayon extraordinaire à travers l’angle aigu ; l’image de la fente est inclinée : aussi faut-il 
incliner le réticule de la lunette sous le même angle et mesurer le double de la déviation ; 
l'observation est difficile à cause du peu d'intensité de la lumière; on a trouvé 


2 À = 149° 52/29", 
2D = 170°53'04", 
d’où 
k=1,61982. Différ. = 0,00024. 
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donné pour la déviation constante, dans sept séries bien concordantes, 


N'= 7°29 38% 
205" 0.168: 


16" «9 = 16°, 1, 

4,’ 170,7, 

45” 18°, 1. 
Moyenne... 7°22/28” 


_La différence avec le nombre calculé est 1’42”; elle est de l’ordre des 
erreurs que les phénomènes de diffraction causés par les stries des 
faces naturelles de clivage produisent dans l’image de la fente. 


57. Il est nécessaire d’ajouter quelques indications sur la manière 
d’effectuer les mesures ; en effet, on arrive assez aisément à amener 
l'égalité apparente des déviations par l’angle aigu et l’angle obtus du 
rhomboide; mais, lorsqu'on exécute les mesures précises, on trouve que 
cette égalité n’est exacte qu’à quelques minutes près. S'il fallait modi- 
fier l RSS jusqu’à l'égalité absolue des déviations, l'opération serait 
interminable, surtout avec l’évaporation inégale des essences : il était 
donc nécessaire de déduire le résultat limite des observations obtenues 
dans le voisinage de l’indice limite. Rien n’est si simple : il suffit de 
prendre la moyenne des déviations par l’angle obtus et l’angle aigu; 
c’est ce que justifie, pour les données spéciales adoptées, le calcul suivant. 

Considérons les déviations minimum par l’angle aigu et l’angle 
obtus; elles satisfont aux relations 


à T , 

; sin (—-—x—+0ù 
sin(a+d) mn 2 UE 
= = —; (or Se 

sina k ET k 
sin a = 


dans lesquelles les lettres grecques remplacent les grandes lettres di- 
visées par 2. | 
La condition pour que d= — 0 =A donne 


sin(e 3) mn cos(a +0) _m 
Sie ON cose wk 
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ou, en éliminant #, 


tang(æ +0) = = tanga, 
2 


et & est donné par 
N? = /? n, sin?a-+ n; cos? a 


[laquelle est identique avec la relation (K)]. Si # n’a pas la valeur pré- 
cédente N, d et — 9’ ne sont pas égaux à À, et l’on a 


sin(æ+0) cos(a—d'). 
nsinx Ein cote” 


comparant avec l’équation (K’), 


sin(a+d) __ cos (a— 0d") 
sin(a+ A) cos(a+A) 


L’observation donne d'et 0’. Posons 


@ == A-+eé, 
os rong A eS Toy 
et calculons 
(oy fo) ete! 
= À + ; 


2 


substituant les valeurs de 0, 0’ et développant, il vient, en négligeant 


‘les carrés de ¢, ¢’, 
ecot(a+ A)=—e’tang(a+A), 


= = — tang?(a+D). 


Il se trouve que, avec les données adoptées, on a sensiblement 


tang(æ+A)}=r et e—— 6, 
d’où 
E+e—=0; 

-en effet, 
r x , 

a= ——3728 (angle aigu), 

D’ 
A — a can 3°42’ 
at A = 4reio' ES 46°— 36", 
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Donc la demi-somme des valeurs absolues des déviations par l’angle 
aigu et l’angle obtus donne sensiblement la valeur limite (*). 


58. Outre ces trois genres de vérifications qui viennent d’être indi- 
qués, le phénomène de la déviation constante du prisme en offre encore 
un autre sur lequel il est nécessaire d’insister : c’est une particularité 
assez singulière au premier abord, mais qui est une conséquence évidente 
des propositions démontrées dans la première partie de ce Mémoire. 
L'image rectiligne de la fente lumineuse, l'indice du liquide étant bien 
réglé, tourne autour de son milieu lorsque le prisme tourne autour de 
son aréte; ce pivotement de l’image ne laisse pas que de surprendre, la 
première fois qu’on l’observe; mais, si l’on réfléchit que le milieu seul 


(‘) Pour effectuer la correction, d’ailleurs très-petite, provenant de ce que la condition 
&:e = — tang’41°10'= — 0,7646 et non pas zéro, on remarquera qu'il suffit de calculer la 
valeur — (e +e'), car on a 


SI 


*24 =dJ—d'— (e+ 28’), 
or la somme algébrique à + 0 est égale à & — <’; on connaît donc la différence € — ¢’ et le 
rapport e:e', d’où l’on conclut : 

e+e’ | 1 —tang’(a+ A) 


— ©; © = — 6082 (x + A) =— 0,1334. 
e—e! I + tang?(«+ A) cots ) ee 


Le calcul à été appliqué aux quatre dernières séries dans lesquelles on a croisé les obser- 
vations (pour éliminer l'influence de l’évaporation inégale des essences et l'effet de la 
température ), de façon à obtenir séparément d et 0”. 


REFRACTION PAR L'ANGLE 


CORRECTION 
SS +, ER A =D?’ corrigé. 
ea) —(e+e’). : 8 

aigu= 20. obtus = 20’. 

7.25.26 — 7.18.34. + 206” 4+ 27" 7.22.2 4 
25.35 18.54 + 201 | + 27 ho 
21.47 23.46 — 60 — 8 39 
24.54 20.37 + 129 + 17 63 

Moyenne..... PET) 


Ce qui réduit à 1'27" la différence entre le calcul et l’observation. 


Re 
* 
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de l’image correspond au plan de la section droite et que les autres points 
sont formés par des rayons obliques sur ce plan, on se reportera à l’étude, 
faite au n° 33, p..263, de l’image d’une fente rectiligne, et l’on verra 
que l’image par réfraction doit être inclinée toutes les fois que le 
point de contact de l’onde plane avec la surface de l’onde est.en dehors 
de la section droite. Dans le cas présent, l’onde, par une rotation con- 
tinue du prisme autour de son aréte, peut occuper toutes les positions 
du plan tangent du cylindre circonserit à l’ellipsoide; la ligne de 
contact est une ellipse dont le plan est oblique sur le plan de la section 
droite (plan diamétral conjugué de la direction de l’arête du prisme). 

En deux points seulement la courbe de contact se trouve dans le 
plan de la section droite, suivant le diamètre équatorial : l’onde est 
alors parallèle à l’axe optique. Ce sont les deux seuls cas où l'image 
soit verticale; ils correspondent évidemment au cas où l’angle réfrin- 
gent est l’angle obtus du rhomboéedre, car le plan bissecteur de l’angle 
obtus est parallèle à l’axe optique, et l’onde réfractée au minimum de 
déviation est parallèle à ce plan. Dans tous les autres cas, le point de 
contact de la surface de l’onde avec l’onde plane est en dehors de la 
section droite, et l’image est inclinée; cette inclinaison se calcule par 
la formule (43) du n° 33, p. 263, 


Pr sin À 


NA A cose’ 
Xo alae + Yo EE 


tangp, = 


On voit que tangw, peut devenir infini, c’est-à-dire que l’image de 
la fente verticale peut devenir horizontale ; il suffit qu’on ait soit 


. A À 
2 2 


COS É— 0: 


La première condition indique que le point de contact de l’onde 
doit avoir lieu sur la droite 


a 
pote cr ang 
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c’est-à-dire au ». d’intersection de la ligne d’onde avec la trace de 
l’une des faces du prisme, M, celle sur laquelle on compte les inci- 
dences e (fig. 21). 


Fig. 21. 


Il est facile de voir que cette condition revient à cose =o ou e= 90°; 
en effet, onde émergente correspondant à l’onde réfractée dans cette 
position est normale à la face M du prisme, car le cercle, ligne d’onde 
du milieu extérieur, passe par l'intersection de l’ellipse et des deux 
droites, traces des faces; c’est l’interprétation géométrique de la condi- 


: Dent i oent 3 : ; 
tion que l’ellipse & :) soit la ligne d’onde. 
Soit, en effet, l’ellipse 
M? x? + N*y? Sie EMUNCO AU Tr 1497 =o Tr; 


: 3 
soit le cercle A 


V+ y= nr 


l'équation de toute conique passant par l'intersection de ces deux 
courbes est 


a (MER) + NE A= 1 + À. 
Cette conique devient un système de deux droites concentriques à l’ori- 
sine; st A 17, 
a? (M? — kh?) + y2(N° — kh?) — 0, 
d’ou ; 
ee : a M? — Fk? 
a RES NT 


bi 
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Cette condition est identique à l’équation (K), page 29 : il n’y a de 
changé que la notation 9 substituée à A. | 

En résumé, l’image sera horizontale pour e— 90°, c’est-à-dire quand : 
le rayon incident sera rasant. 

La seconde condition cose’ =o donne de même e’ — 90° : elle cor- 
respond au rayon émergent rasant. 


59. L'expérience donne une vérification qualitative immédiate de ces 
deux conditions; à mesure que l’image réfractée s'incline vers l’hori- 
zontale, son intensité décroit, si bien que, à la limite, lorsqu'elle de- 
vrait être tout à fait horizontale, elle est éteinte; c’est qu’en effet, sous 
l’incidence ou sous l'émergence rasante, la quantité de lumière qui 
traverse le prisme est nulle. 


Big. 22. 


On n’entrera pas dans la discussion qui permet de suivre la rotation 
simultanée du prisme autour de son aréte et de l’image de la fente au- 
tour de son centre; on appellera seulement l'attention sur la vérifica- 
tion que présente le sens de l’inclinaison de l'image; d’après la for- 
mule (43), p. 263, on voit que ¢, est designe contraire ds, (au moment 
ou langle aigu donnerait le minimum de déviation); remontant au 
n° 32, p. 261 et 262, sur le signe conventionnel de 9’ (fig. 22), 


r de’ 
tango = — To : 


par suite, tant que l'onde plane réfractée touchera l’ellipsoide au- 
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dessus du plan de la section droite, l’image paraîtra avoir tourné en 
sens inverse des aiguilles d’une montre et réciproquement. Cette re- 


marque prouve que la déviation, à droite ou à gauche, présente l’image 
inclinée dans le même sens. 


APPENDICE I. 


CALCUL DE L’INDICE EXTRAORDINAIRE DU SPATH D'ISLANDE D'APRÈS LES FORMULES 
DE DE SENARMONT MODIFIÉES. 


_ Les nombreuses séries d’observations effectuées sur le prisme MN, 
à diverses reprises, ont été discutées au point de vue de la température; 
influence est très-nette, et l’on a pu calculer une formule empirique 
de correction; la concordance des observations est assez grande pour 
qu’il ait paru intéressant de faire concourir le résultat moyen de ces 
observations au calcul de l'indice extraordinaire du spath d’Islande. 
C'était d’ailleurs une occasion d’appliquer les formules du n° 22 et de 
contrôler leur exactitude. 

Ces formules sont, au fond, celles que de Senarmont a données dans 
les Nouvelles Annales de Mathématiques, t. XVI, p. 273; mais la forme 
sous laquelle elles se présentent est plus commode pour le calcul et la 
simplicité de la démonstration qui permet de les obtenir assure de leur 
exactitude. 

La moyenne de toutes les mesures effectuées sur l’angle du prisme, 
la déviation minima ordinaire et la déviation minima extraordinaire, 


donne 
2 À = 120°50/26/,82, §=14°,01, variation + 6”, 00 pour 1 degré; 
2 D,— 105°23!10/,83, 0—14°,32, variation + 4”,13 pour 1 degré; 
2D.— 86°52'16",57, 9—=13°,82, variation + 6”, 38 pour 1 degré. 


Un tracé graphique a même permis de déterminer approximative- 
ment la variation de chacun de ces angles pour 1 degré, de sorte qu’on 
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peut les ramener tous à la même température de 15 degrés vrais 
>) A À 4 0 0 
(9 = 15, 5o, car le thermomètre employé était en avance de 0°, 50) : 
2A = 120°50! 35”, 76, 
2 D,= 105°23' 15”, 70, 
2D.= 86°52'47",03. 
L'indice ordinaire se calcule par la formule bien connue des milieux 
isotropes ; on trouve 


(raieD), n= ; —1,658325; Rudberg: 1,65850. 


(4 


. ry . . T 
L'indice extraordinaire n,= 7 se calcule avec les formules qu’on va 


établir; l'équation (29) du n° 22, p. 260, peut se mettre sous la 
forme 
r . 
pe gi (a"sin?a + b'?cos’o) — — (a cos’ + b’sin?c) + a’?b/2— 0, 
pv! LÀ y 
a’ et b’ étant les axes de l’ellipse ligne d’onde dans la section droite du 
prisme considéré. Dans le cas actuel, on a 
a? = & cos w + b’sin’©. 


On se rappelle que c est l’azimut de la projection de l’axe optique 
sur la section droite du prisme rapportée à l’axe des x (bissectrice 
aiguë) et que « est l’angle aigu que forme cet axe avec le plan de la 
section droile (voir n° 49, p. 23). : 


g = 1274441", 95, 
as 26° 4/20", 65; 


Substituant la valeur de a’ après avoir posé 


cos? o sin? 


M — ES -| re , 
sin? oc cos’ 
Np = + — 
P. y 


il vient finalement, après réductions, l'équation qui donne b, 


fo I 1 
b'sin?o — b? [5 Far (a?+ N°) cos’ | +- ae aN cos’ w =0. 
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Les quantités p., v, N se calculent aisément: on connaît d’ailleurs a 

=) Ie 2 Q , . . , . 4 

et w; l’inconnue b est donc fournie par une équation bicarrée facile à 
résoudre. En rejetant la racine inadmissible, on trouve 


I 


(raie D), Ne= 7 =1,48637; Rudberg: n. = 1,48635. 


La concordance est encore plus compléte que dans le cas du rayon 
ordinaire. 


APPENDICE II. 


INDICES PRINCIPAUX DE L'AZOTATE DE SOUDE. 


L’azotate de soude est un sel neutre, incolore, d’une transparence 
parfaite, cristallisé en rhomboedres et aussi facilement clivable que le 
spath d’Islande. Sa biréfringence, mesurée par la différence des deux 
indices de réfraction, ordinaire et extraordinaire, est environ une fois 
et demie plus grande que celle du spath et négative comme elle; ce se- 
rait donc un cristal éminemment propre aux expériences de double ré- 
fraction, s’il n’était pas un peu hygrométrique, de sorte que les faces ar- 
tificielles se ternissent en quelques minutes à l’air ordinaire; les faces 
de clivage, souvent tres-planes, résistent beaucoup mieux à l’humidité 
atmosphérique. 

Deux séries d'observations ont été faites avec des cristaux de cette 
substance, la première ayant pour objet la détermination des deux in- 
dices; la seconde, la vérification approchée de Pinclinaison de l’image 
verticale par réfraction extraordinaire. 


Premiere série. — On a utilisé l’arête aiguë du rhomboedre de cli- 
vage d’un très-bel échantillon d’azotate de soude ayant environ 4 cen- 
timètres cubes en volume, et d’une limpidité remarquable; le faible 
pouvoir réfringent du cristal permet aux deux rayons de passer, sibien 


qu’on peut observer les déviations minima ordinaire et extraordinaire. 
6. 
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L'indice ordinaire se calcule d’après la déviation du rayon corres- 
pondant; l'indice extraordinaire se déduit aisément de la déviation 
minima de l’autre rayon de la manière suivante : 

L’axe optique du rhomboëdre se projetant suivant une perpendicu- 
laire à la bissectrice de la section droite, l’onde extraordinaire, au mi- 
nimum de déviation, se trouve parallèle à cet axe; les formules de la 
réfraction ordinaire peuvent donc s'appliquer au calcul de l'indice de 
cette onde. 

La connaissance de l’angle du rhomboedre permet de calculer l'angle 
que fait cette onde ou plutôt sa normale avec l’axe optique; la formule 
bien connue 


I A 
a= a’*= a? c0s?w + 6? sin’ 


permet de calculer b quand on connait a, a’ eto. 
L'observation a donné, pour l’angle aigu A du rhomboedre et pour 
les déviations D, D,, 


DÉVIATIONS MINIMA. 


Ordinaire. Extraordinaire. 


3A —19707 30, 2D, = 130 13322). un 0 Als 


d’où l’on déduit sans peine 


pi To = 1,5852, 
a 

I LA 

mire os 1,52783. 


EE obtus du rhomboédre R est égal au supplément de la moitié 
e2A 


R= 106°26' 12”, 


d'où l’on conclut, par un calcul cristallographique déjà indiqué (n° 49, 
p. 24), l'angle » que fait l’axe du rhomboëdre avec l’arête du prisme 


R 
cosv = cot6o° cot—; 
2 
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= = — © = 64°25’ 46”. 


Substituant cette valeur dans la formule qui donne a’, on en déduit la 


valeur de b = =; les résultats définitifs sont (*) : 


ae tate I 
Indice ordinaire..... a == 1535852, 
4 raie D. 
Indice extraordinaire. pu 1,3348; 
J 
Seconde série. — Elle se rapporte à la mesure de l’inclinaison de 


l’image extraordinaire de la fente verticale du collimateur. Le mode de 

mesure à l’aide duquel on l’a mesurée était assez grossier; mais c’était 
_ la première fois que l’auteur rencontrait ce phénomène d’une façon si 
nette, et il avait plutôt en vue une mesure approximative qu’une dé- 
termination soignée : cette observation est même l’origine du présent 
travail. 

On a trouvé, pour cette inclinaison, 

tango, == 0,427, D,—200. 


Théoriquement on peut calculer cette inclinaison par la formule 


sin(A+D) 


tang o, = — 2 
8 Pe ’ cosecose’ ? 


MS D: la formule devient 


comme par symétrie e = e’ = 


A+D 


tang’, = — 22, tang 


(‘) Une autre série, faite avec un prisme présentant une face de clivage et une face arti- 
ficielle, a donné, sous l’incidence normale à la face naturelle, 


A= 32°52'27", D, = 26°26’0", D,=19°0'27", 


d’où l’on conclut 
n, = 1,5842, 


n, = 1,3355. 
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Quant à z,, on le calcule d’après la connaissance de l’angle » comme au 
n° 50 : 
b? I 
tango’ = = tango, == tang(@ — w’), 
d’où 
@® — ow! = 8°26'28", 
9’, — 23034 00”. 
La différence entre le calcul et l’observation n’est que de 0°37’, ap- 
proximation tout à fait en rapport avec le mode d’ observation. 


DE 


L'INTÉGRATION PAR LES SERIES 


ay tt dy 


DE L'ÉQUATION dx? = Waa Ne 


Par M. BACH, 


DOYEN HONORAIRE DE LA FACULTE DES SCIENCES DE NANCY. 


L’équation différentielle ci-dessus, qui n’est d’ailleurs qu’une trans- 
formation bien connue de l’équation de Riccati, a été l’objet de tra- 
vaux nombreux dont il est inutile de retracer ici historique; mais 
je ne sache pas que les articles récents insérés par M. Cayley et 
M. Glaisher dans e PI tlosophical Magazine (‘) aient été DÉDRRONIS 
dans une publica ti francaise; c’est dans ces deux articles que j'ai 
puisé les éléments de la présente étude. 

L'article de M. Glaisher, en particulier, me paraît renfermer des re- 
marques et des rapprochements curieux que je me propose de faire 
connaître ici, tout en me permettant de changer I’ exposition et les no- 
tations adoptées par l’auteur. 

L’équation 


dy n—1 dy 


(x) dx? x dx 


étant linéaire, il suffit d’en connaître deux solutions y, et y, et alors 
l'intégrale générale sera 
Y=CYi + C'Yre 


(') Voir le Philosophical Magazine, numéros de novembre 1869 et juin 1872. 
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Pour trouver ces deux solutions, posons 
yes, 
d’où 
ca CE (: ts qe) ? 
oh ae (242 3) 
dx dx dx: ]? 


et, si l’on substitue ces valeurs dans l’équation(r), on aura à vérifier la 
suivante : 
dz  2dz dz 
(2) 2 (Fat ae) (2+ Z) =e. 
Cela posé, écrivons 
z=—A+A e4+A,2°7+A, 29+... + A;xi+ A; xiti +... 


En caleulant 2, “2 et substituant dans l’équation (2), qui doit devenir 
dz ax 


une identité, nous arriverons aux relations suivantes : 


(n—1)A,+(n—1)A=o0, 
2(n —2)A,+(n—3)A\—0, 
3(n — 3)A,+(n—5) A= 0, 


i(n— i) A;+ (n—21+1) Ai, = 0; 
(t+ 1) (m—i—1) Au, +(n—21—1)A;=0, 


| 1 A—I 
7" Seats mt L 

_ 1 (n—1)(n—3) 
Mira) 
Dre (n—1)(n—3)(n—5) 
: 1.2.3 (n—1)(n—2)(n—3)’ 
Cr Re (RUN Ra les (Ree 
ies (—1}+ (n—1)(n—3) (nm — 21 —1) 
wr 142.3.(@+1) (n—1)(n—2)...(n—i—:) 
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Or, sin —2i+1,A;,, sera nul et il en sera de même pour tous les 
coefficients suivants. 


Nous aurons donc, en ayant égard à la valeur ci-dessus de n, 


re PR AR (n—1)(n—3) x? (n—1)(n—3)(n—5) Cut oe 
n—1 (n—1)(n—2)1.2 (n—1)(n—2)(n—3) 1.2.3 °° 
+1 E (n—1)(n—3)...2 ee 
(easter ee et 


Si l’on pose ensuite y = e*z, et que l’on opère comme plus haut, on 
trouvera 


D radin pee 
ome SS a à (n—1)(n—2) 1 a A 
n—1 
ss (n—1)(n—3) = x 2 
1 n—1 
(n—1)(n— 2). = 12.0 ( 3 ) 
L'intégrale générale 
V= Yi tery, 


sera done, dans le cas où n est un nombre impair positif, exprimable 
par des fonctions algébriques et exponentielles. 

Dans le cas où » est un nombre négatif et égal à — (21 + 1), il est 
également possible d'exprimer l'intégrale en fonctions algébriques et 
exponentielles. 

A cet effet on posera, après avoir fait y = e*z, 


z = a"(A + Aix + Aix... HAïixi+ Ait +... ): 


calculant ensuite as ot, on substituera dans l’équation (2), qui 
TE ANNE Ke od 


apres la substitution doit devenir une identité, et l’on arrivera aux re- 
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lations suivantes : 
(n+1)A,+(n+1)A=0, 
2(n +2) A, +(n+3) Ai=o, 
3(n 3) 'Ayct (0) A0, 


i(n+1)Ai+ (n+ 21—1)At—i=0, 
(i+1)(n+i+1) Aus t(n+2i+1)Ai=o, 


d’où, en faisant A = 1, 


I Arr! 
A, = — — 9 
bs I A+I 


1 (n+i)(n +3) 


7 18 (ner) dl 
A Hs 1 EEN Mn 5e 
: 1.2.3 (n +1)(n + 2)(n +3) 
eg (—iÿ (n+1)(n+3)...(n+2i—1) 
FT AN. ar uae eS Ca eg 
eee (—1)# (n+1)(n+3)...(n+2i+1) 
2 dare (tt) (ea et ey 
Sin =—(a2i+ 1), A;,, est nul, et il en sera de même pour tous les 


coefficients suivants. 


Nous aurons done, en ayant égard à la valeur ci-dessus de n, une 
première intégrale particulière, 


n +1 (n+i)(n+3) 2 
Vi Celtes RU = UN ee AN 
+1 (n+i)(n +2) 1.2 
cet a po 8. 
te ‘ ce 2 
eer fh [otis 3) tea) à 


(n+1)(n +2)... fe FRE M a en t) 
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On trouvera de méme une seconde solution, 


ho n +1 (n+n(n+3) xt 
FRE ja pen (n-+1)(n+2) 2.1 + 
—(n+1) 
(n +1) (n+3)...(—2) a 
+ 
(n +1) (n+2). OM a noel 
2 


Il ne faut pas perdre de vue que » doit dans ces formules être rem- 
placé par un nombre impair negauf. 
L'intégrale générale sera, dans ce cas, 


NOP Oye: 


Nous avons supposé, dans ce qui précède, que n était un nombre 
impair positif ou négatif; mais la même analyse s'applique évidem- 
ment au cas où est quelconque, pourvu qu’il ne soit pas un nombre 
pair positif ou négatif. On posera, comme plus haut, 


Hers 


avec 
z—AÀÂ+A,x + A;x'+A;xs +..., 


z n'étant plus ici un polynôme composé d’un nombre limité de termes, 
mais bien une série illimitée dont la loi de formation est évidente; on 
trouve ainsi 


rx Lin) zx (n—1)(n —3) (n—5) wo | 
Lei es (n —1) (n—2) 1.2 (n—1){n—2)(n—3) 1.2.3 °°" 
et de méme 
n—1 (n—1)(n—3) x? (n—1)(n—3)(n VER | 
Fi di [ri n —1 ae (n—1) (n— 2) 120 (sins) ners. Se ! 


Posant ensuite 
ga" (À + À,x + Ala? +...), 
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on obtiendra 


n +1 
Vic dre [ =; æ + 
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ann 22 _(n-talin 3) in4 6) a 


n +1 (n-+i)(m+2)1.2 (n+i)(n+2)(n+3) 1.2.3 
ge f MEE, (m+iin+3) # | 
Y,=2"e [+ in NT acne RE Se A EE 


De là, en apparence du moins, quatre intégrales particulières de 
l’équation (2); il est à remarquer d’ailleurs que ces intégrales Y,, Y, 
Y;, Y,, qui représentent des séries indéfiniment prolongées, convien- 
nent, quand bien même zn serait un nombre impair positif ou négatif. 
Il suffira d’avoir la précaution de faire disparaître préalablement, dans 
les différents termes de ces séries, les facteurs communs aux numérateurs 
et aux dénominateurs qui, en s’évanouissant, font prendre aux coeffi- 
cients de ces termes, à partir du rang + x +1, des valeurs illusoires. 

Les solutions particulières Y, et Y,, qui conviennent à tous les cas, 
sont données par des séries illimitées et évidemment convergentes; 
mais si les solutions y, et y,, qui conviennent au cas spécial où n est un 
impair positif, sont essentiellement différentes, il n’en est pas de méme 
des solutions Y, et Y,, qui sont égales entre elles, ainsi que nous allons 
le démontrer. 

Le terme général de l’expression que l’on obtient en développant Y, 


en série ordonnée, suivant les puissances ascendantes de n, par la for- 
mule de Maclaurin, est 


xe {dPY, 
Fees D \ Tat) 
et, puisque 
Vrs, 
avy, 6 dz p(p—1) d'z  p(p—1)(p—2) d'z 1 
wees Vestas 3, PAP p—2)a@z | drz 
dap — © [e+ psa + 2 de 1.2.3 des ** Ga). 


(m7 —1}(n—3)(n—5) æ : 
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on trouvera, après un calcul des plus simples, 


(Ge) a(n | 2 een (n—1)(n—3) 


da? n —1 1.2.3 (n—1)(n—2) 


_P(p=1)(p=2) (n=1)(n—3) (m5). 
1.279 (n—1)(n—2)(n—3) °°” 


I 1 A—-1I I 
fe” Lt M—1t 1.2.3... (p—t) 
ina tins) I 
Lean) (22) 122.3... (p—2) 
Lf I (n—1)(n—3)...(n—2p+1) 
_ 1.2.8...p  (n—1)(n—2)...(n—p) Jr 
ou encore 
(— 1}? et + (n—2)(n—3)...(n—p) n —t 
(n—1)(n—2)...(n—p) 1.2.38 sop 1.2.3...(p—1) 1 
(n—3)(n—4)...(n—p) (n=1) (n—3), 
1.2.3... (p—2) 123 
(ni) ne rm | 
Pad. ds +» p 


La quantité, entre crochets, que nous désignerons par C,, peut en- 


core étre écrite 
n— 1 
C __ (n—1)(n—2)...(n—p) _(n—2) (n—3)...(n—p) 2 i 
aan Beans à 1.2.3...(p—1) I 
(=) (=) 
(n—3) (n—4)..-(n—p) \_ 2 Z Gs 
eu 1:2:3::.(p —2) ee: £ 


Don A eliscn! bee ts ace. ere) et ele où SERIE Totem à die AB. 0 are je, Ie 
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LA Ld La hd . 
Cela posé, considérons l’expression 


, 
n—1 fo — Ee oe 
2 2u n—I Du? 2 2 

=I— = a TI 


I+u 2 (1+4u) 1.2 


DE eee yen 


1.2.3 
et 
n—1 n—1 
Dib>\ 22 2 
(1+ uj" (24) se (1 ah te: (PT 
(=) (— ) 
2. 2 re 
+ 2'u(1+u) es ne See one 
F—1 n—I n—1 
it —1) ( 2 —) 
— 25u5(1+-u)*—! RES + 
Formons le terme en wu’? de ce développement. Ce terme général 
sera 
EE (m—2)(n—3)...(n—p) n—1 
uP — a TRS 
> F2, 34..p 1.2.3...(p—1) Vas 
n—1 (—- ) ; 
2 (n—3)(n—4)... (n—p) ers ) a te ae 
1.2.3... (p—2) ty We CR nn : 


(n—4)(n—5). (np) (=) Fe (rs 2) 2 


DÉCOR OS ECS COR EC ET TROP ap Res a mace am eS) A M4) Oat 6s We Cee Mee WN OO | | 6 enes a os © 


n—1\ (n—I nt) = 
2 2 
53 NE > 


it 


P 
ou C, w?. 
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Mais C, w? est le terme général du développement en série de 


n—1 a A 


(i+u y 6 au ) 2 (+a (Se) 2 al 


DEC I+ 


Or le développement d’une pareille expression ne renferme que les 
puissances paires de wu et, en supposant p un nombre pair, on aura 


ma ee) 


Le coefficient de x? sera donc finalement 
p n—1 QE x Rest it ap 
es) 
S 3 
a, 


ou encore 


Me ooh oe (n—1)(n—3)(n—5)...(n—2p +1) 
2.4.6...p (n—1)(n—2)(n—3)...(n—p) — 


et, donnant à p successivement les valeurs de 2.4.6..., nous trouverons 
: P ‘ : : 
les coefficients des D à paires de x, et par suite 
“i 


a I Bt ae I ol 2 a. 
R—22 (n——2)(n=—4) 1.2 2? ~ (n—2) (n—4)(n—6) 1.2.3 0% —**” 


Nr 


série convergente pour toutes les valeurs de x, et qui ne contient que 
les puissances paires de cette quantité; mais Y, se déduit de Y, par le 
changement de x en — x : il en résulte donc que Y, = Y,. 
En suivant la même marche que plus haut, on trouvera 
TPE I ee 8 


aoa — yn ——— — + sp 
Via Vie e [+ 2 (n+2)(n+4)i.2 2? 


Le oe (') 
 (n-+2)(n+4)(n+6) 1,23 # rs | 


(‘) Ilest à remarquer toutefois que la valeur de Y, ne dérive pas de celle de Y, par le 
changement de x en — x. 
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Avant d’aller plus loin, nous ferons d’ailleurs observer que ces va- 
leurs de Y, et de Y, sont précisément celles que l’on obtient quand 
on développe les solutions de l’équation (1) en séries de la forme 


y =A a+ Baet+Car+Da*+... 


En effet, nous avons 


d 


a =a(a—1)Ax*?+ 6(6 —1) Bat? + y(y--1) Cat? +0(d—1)D2*? +... 


= = at + 6Bai + yCrt'+0D2*"+. ., 


et, substituant dans l'équation (1), il vient 
a(a—n)Ar*?+8(8—n)Bat?+y(y —n) Cat? + 6(d—n)Dx*? +... 
— Az — Bat — Cat—........ wee eee 08 
Faisons d’abord 
CHI =, y= 4, 0 — 06: 
les conditions d’identité seront 


A+ 2B(n—2)=o0, 
B+ 4C(n—4)=0, 


C uns 


n—2 2 SAT T REY TE PE À 1.2 2? 


I 1 si pee 
(n—2)(n—4) (n—6) 1.2.3 23 ay 5 
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Faisant ensuite 


a=n, B=n+2, y=n+4, d=n+6..., 


les conditions d’identité seront 


et, prenant A=1, 


ia ay 3° 


U—(npal(ned) ak 


— (n+2)(n+4)(n +6) 2.4.6" 


ce qui donne 


nn le Le Pt J 1 æ 
PET T{n+2) 2 (n+2)(n+4) 1.2 2? 


; 1 (REA y 
an HSM 4) (n+6) 1.318-2 1 gh = 


Puisque Y, et Y, sont deux solutions de l’équation (1), l’intégrale 
générale de cette équation sera 


y= CY, +C'Y;. 


Cette intégrale convient encore quand 7 est un nombre impair, positif 
ou négatif. Or nous avons trouvé, dans le cas de n impair positif, 


Y=CN + ey. 
Nous allons montrer que cette intégrale rentre dans le type 


Y— CY, + C'Y. 


Annales de l’École Normale. 2° Série. Tome III. 8 
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Considérons, en effet, la série donnant la valeur de Y,; on peut 
l’écrire 
Y, = Yi + Ver, 


V désignant le résultat que l’on obtient en faisant p = 7 dans la suite 


(n—1)(n—3)(n—5)...(n—2p+1) xP 
di eres à 1:20 0p 
(n—1)(n—3)...(n—2p—1) Pt 
~ (n—1)(n—2)...(n—p—1) 1.2.3...(p+1) : 
(n—1)(n—3)...(n—2p—3) CD al à | 
ey (n—1)(n—2)...(n—p—2) 1.2.3...(p +2) 


et en se rappelant que p, que nous allons faire égal à 7, est essentielle- 
ment impair. ; 

Après la suppression des facteurs communs aux numérateurs et aux 
dénominateurs, l'expression devient 


~ [Pan Peer) a 
(n—2) (n—4)...(n—p +1) 1.2.3... p 
(n— p—2)(n—p—4)...(n—2p —1) PH 
(n — 2) (n—4)...(n— p—t) 1,2.3...(p+1) 


(n— p—4)...(n—2p—3) 2 es 
(n—2)(n—4)...(n—p—1)1:2.3...(p+2) 

_. (n=p—-é).{n—2p=5) ‘Ae ie v | 
(n— 2) (n—4)...(n — p— 3) 1.2.3...( p43) OP? 


et, si nous faisons actuellement p = 7, on aura 


a2 [te ete Ea 


1.3.5...(n—2) east in 
_ (—3)(— 4). (Han $1) (en —1) én 
Dis (ne) (ANR cds. (HA) 
(=P (=6) (=n 41) (—n—1y(—n—3) a 
1 Sade - UN nel (—1) 1.2.3 ..(n +2) 
_ (—4)(— 6)(—n+1) (—n—1)(—n— 3)(—n—5) Fatt 
1.3 5...(n—2) (—1)(— 3) ne) | 
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ce qui peut s’écrire 


= 


(=) Le | m+ie , (n+1)(n+3) a 
m+1t1  (n+1)(n+2)1.2 


(n+i)(n+3)(n+5) x 
(n+i)(n+2)(n +3) 1.2.3 de. |» 


TEEN 2 n om fie (n+1)(n+3) x j 
(0er) n +1 (in (intranet el" 
et si nous posons 
n—1 
re n 
(Sy RETENU 
nous aurons 
Ve: —— AY, 
et par suite 
Y, = 71— AY. 


En répétant identiquement les mêmes calculs sur la série qui donne Y,, 
nous trouverons 
Y, —= Va + AY,, 
et puisque 
¥, = Wee Y, = NV; 

il vient 

PAS A, 

ee 2A 


et yi, Snr. 


La solution 
ye — Gi We a= Ci Ns 


devient, par conséquent, 


, 


C, C 1 
HR ae En He OLE Cys 


Sin est impair négatif, la même analyse est applicable, et l’on aura 


Y:— 7: — AY;, 
Ve = Yi En AY; 
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la solution 
y= Gone =i C Ye 


deviendra, par conséquent, | 
LE 
y — Cys athe Cys: 


M. Glaisher donne aussi les valeurs de y, et y, développées en sé- 
ries illimitées en s’appuyant sur les formules 


ni n—1 

a2 Rae IN d'\ Bret 

(3) IT 143 Ste) (5 55) x” 
= (ay tne Ne 
(4) te 1) ha) (= is) x’ 


qu’il a démontrées dans le Quarterly Journal of Mathematk. On peut 
les établir comme il suit: les égalités ci-dessous font d’ailleurs suffi- 
samment comprendre la notation 


l'A\'e 1e det (eae n= 
MES eye Pe eat —3 2-54-32), 


Pelee ete ies pote: or =e* (a — Ga + 154-*§— 15 a~”). 


Faisant successivement n = 3, 5, 7 dans la formule (3) et ayant égard 
aux relations écrites ci-dessus, nous trouvons 


(—1} dE d \3 e ; À x 2 x 
1.3.5 \x 5) with (2+! ee 
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Les seconds membres de ces égalités peuvent encore étre écrits 


nous reconnaissons les valeurs de y, répondant aux valeurs de 3, 5, 7, 
attribuées à n. Il s’agit de montrer que la formule (3) est vraie pour 
toutes les valeurs impaires de x : nous avons 


n—1 eo 
TE NL eu + (n—1)(n—3)...2 x? 
Acar) 


(n—1)(n—2)... 1-2: (= 


et, si la formule (3) est exacte pour la valeur de n considérée, nous 
aurons, en désignant la valeur du développement par U,,_,, 
Né ar 


n—1 


n—1 


(; i) & =U,-1=(—1) ? 1.3.5(n—2)yix*. 


x dx 


Quant au terme général de ce développement, nous pouvons l'écrire 
sous la forme 


avec 


Le terme général de 


2 La 
ts =) = ou de Use 


æ dx x == 


c’est-à-dire celui qui en a p avant lui, contiendra a à la puissance 
— n + p— 2, ets’obtiendra comme il suit. 
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Considérons l’ensemble de deux termes consécutifs de U, - 4» Savoir: 
2 


n—1 


(—1) 2 LES (n—2)] (Bp. x "tr + Bat?) 


Prenons la dérivée par rapport à x et divisons le résultat par x, 
nous trouverons pour le coefficient du terme général, ou de celui qui 
en ap avant lui, 


n+t 


(—1) 2 [1.3.5...(n—2)le[—B,_.+(r—p)B,], | 


et remplaçant B,_, et B, par leurs valeurs 


ae } in—1) (n—3)...(n—2p +3) I 
at hah BES ED eS (n —2)...("—p +1) 1.2.3... (p—t1) 
(n—1)(n—3)...(n—2p+1)(n—p) 1 | 


& (n—1) (n— 2)...(n—p-+-1) (n—p) 1.2...p 


La quantité entre parentheses se réduit a 


(n—1)(n— 3)...(n— 2 p + 3) (: n—2p M4) I 
(n—1) (n—2)...(n—2p + 1) P 1.2.3...(p—1)” 
__ (n—1) (n—3)...(n—2 p +3) 1 
~~ (n—1) (n—2)...(n— p +2) 1.2.3... p 


__ n(n+t)(n—1)...(n—2p +3) 1 
7 n(n+i)(n—1)...n—p+21.2.3. .p? 


le terme général de U,., sera donc de la forme 
2 


ip (—1) = Say] ng (Robina 31) «ani Sa pg) i 
(—1)P (—1) ? [1.3.5...(n —2)] ne (nantes ie eee 


qui se déduit de U,_, par le changement de n en n+ 2. L'égalité (3) 
2 
est donc vraie pour toutes les valeurs impaires de », puisqu’elle a été 
vérifiée pour les valeurs 3, 5, 7.... 
La formule qui donne y, s’établirait absolument de la même ma- 
nière. 


Nous allons actuellement former la valeur de y, en nous appuyant 
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63 
sur la relation (3) qui vient d’être démontrée; mais nous simplitierons 


considérablement les calculs au moyen de la remarque suivante : 


C à et A 4 5 
Si, dans l'expression T° nous faisons x? =: £, il vient 


et eve 


oi 


et, différentiant par rapport a £, 


d — — 
dx xz dt di Yi 


il vient 


d 1 d edz rene 


remplaçant a par sa valeur, on arrive, en employant la notation ci- 
dessus, à la relation 


1 d\2 e~ ,@ evi 
——}) —=23 —_ — 
(2 ) x de Ve 


et, en continuant ainsi, 


tn ss 
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Cette transformation établie, écrivons le développement de 


I 3 


e -+ I + Loge 3 
— =f —— he Sr 0 
ñ ee ie } 12833 ar 
I pi I 
he OL Se ey OEE 
{2700.27 12.3. (2p era) 


: pissy RE Ag 
et prenons les dérivées de l’ordre —— de chacun des termes ¢ 


La dérivée du premier est 


(p—5) (Fe) (p=2).2.(p= +) eas 


1:2.9...2D 
__(2p—1)(2p—3)...(2p—n+2) gos 
ee eS: es ce ae 
= 2 F 


Si nous faisons successivement 


0 hos. ce es 
P 9 49 9 93 rs 


nous trouverons 


pour p=o, (—1) ? 


pour p=1, —(—1)? 
res 


eae. X1.3.. .(n—6)t 


= Ne 
ila Eel eC i 


1.2.3.4.5.0 =a 
2 


PT ter ae Wea site 


1 
+ À 
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n(n—2) (n—4)...3 2 
ENT taba) 22 


2 2 


eee a oO. Rl) od: 6 9 4) we ie 0013 + + 


, . 4 n ie 
La dérivée de l’ordre 1 


du terme ? est 


f 


p(p—1) (p—2)...(p— “= 41) BS 


2 ae 
t 
1.2.3...2p-+1 


n—1 
2 


__ 2p (2p — 2) (2p—4)...(2p—n +3) p- 
1.2.3...(2p+1) 
et si l’on fait successivement 


p =o; oC ass 


l’expression s’annulera, et nous n’aurons de termes à considérer qu'à 
. m—y 
partir de p= — 


pions 5 (n—1)(n—3)...2 1°, 
PRE SG 


ane (n+1) (nm —1)...4 


t 
122,2: in Dye 


RUSE On Lane ide, Use lens eee ele node tert 


Agcy eects 


Cela posé, il est facile de former la valeur de y, en nous reportant à 
nnales de l’École Normale. 2° Série, Tome III. 
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la formule (3) et en faisant <= a; on obtient, apres une réduction 
facile, 


1: 2 I zou I x 1 


NI 55 a * (n—2) (n—4) 271.2 (n—2) (n—4) (n—6) 2° 1.2.3 


I ar" I 
a ET | — 
(w—2) (n—4)...3.1 ie asd de I 
1 gt I Fe 
Tin—2)(n—)...3 (1) Fas = 
Lust À 
(—1)? nz" Ly eee I peed 
ae CE. METRE ~ (a1) (n+ 2) RE 


I a iat + 
* (a1) (n+ 2) (n+3) ee AE: ET 


La première partie du deuxième membre de l'égalité ci-dessus est Y, ; 
la seconde est Y, multiplié par un coefficient que nous avons déjà ren- 
contré plus haut et que nous avons désigné par A. Il vient par consé- 
quent 

y= Yi + AY; 


et de même 
V2 — Y. sr AY;, 


ce qui est conforme aux résultats trouvés plus haut. 

Nous venons de considérer le cas où n est un nombre impair positif; 
s'il était impair négatif, on partirait des valeurs de y, et de y, que l’on 
établirait facilement, comme il a été fait ci-dessus. Ces valeurs sont 


__(n+#1) _(n+1) 
sente arte 
ee 18.56. (—n— 2) \x dx x 

_(m41) (n+1) 


SS ee terne 
Oe FC NON Be a) =) x’ 


formules dans lesquelles n doit être remplacé par un nombre impair 
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négatif, et l’on arriverait aux relations 


V3 = Y,+ AY,, 
Vs = Y, — AY,, 


ce qui est également conforme aux résultats trouvés plus haut. 


De l’équation de Riccati. 


L’équation de Riccati est, comme on sait, de la forme 


dz : 
i EUR EE 
en posant 
1 dy 
Z=- -; 
y dt 
elle se transforme en 
. ay a. 
(5) ae = yl, 
Si nous faisons actuellement 
i 4 
q — à Cte 2 — nt) 


nous aurons 
dy _ dy dx _ dr 5-1 
— = 9 


° : dt” dx dt dx 
Je) ta Sh aA CEE ASE a 
dt? dx? n dx 


Dès lors l’équation (5) devient, après une réduction facile, 


HA mt dj. 
Gee de 


Elle admet les solutions y,, y2, exprimables en fonctions algébriques 
et exponentielles dans le cas où n est un nombre impair positif, et les 


solutions y, et y, quand » est un nombre impair négatif. 
9° 
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Dès lors l’équation (5) admettra les solutions 


Le = Les (q—1)(3q—") 2q 
aces Eves cee 
Es CRIE EE REL PSE | 
q(q—1) 24 (29—1)(3q) (39-1) 


ee LU foes} à Ci CY ad) Bia See 
ee Bieter enc eS | 
expressions qui sont terminées quand g est de la forme = = > d étant 
supposé entier positif. Elle admettra les solutions 
14 
Ber q+1 __(q+1) (39 +1) | 
= et} 1— —* fe sui parte ONE | 
a Maer cen bre crojerers LA 


as, ree Ait Was Las di eat hee pray 2 
fae re] aq) * gn (2 eee bia 


I 
ENS 
Telles sont les formules données par M. Cayley dans le Philosophical 
Magazine de novembre 1868. 

Quant à l'intégrale de l’équation de Riccati, on l’obtient facilement; 
elle est en effet 


lesquelles seront également des expressions terminées si g = — 


dy, ,ay dy, dn 
PU ey Wo ae 
Ci + Ca Mt: : 


-“ 


expression qui ne renferme qu’une seule constante arbitraire. 


~ 


THÉORIE 


DES 


PHENOMENES CAPILLAIRES 


OBSERVES 


AU CONTACT DE DEUX LIQUIDES, 


Par M. J. MOUTIER. 


Deux théories bien distinctes ont été proposées pour expliquer les 
phénomènes capillaires. Dans la première, on admet que les liquides 
sont enveloppés d’une sorte de membrane élastique, qui offre une ten- 
sion constante en tous les points de sa surface. C’est en suivant cet 
ordre d’idées que Young a obtenu pour la premiere fois l’équation 
de la surface capillaire; depuis de nombreux travaux ont remis en 
lumière la notion de la tension superficielle des liquides, des expé- 
riences intéressantes ont été imaginées pour démontrer l'existence de 
cette tension superficielle. 

La théorie de Laplace fait dépendre les phénomènes capillaires de 
l'existence de forces qui varient avec la distance, suivant une loi in- 
connue, et deviennent insensibles à une distance sensible. Les résultats 
obtenus par Laplace ont été retrouvés par Gauss au moyen d’une mé- 
thode plus directe, qui fait disparaître plusieurs objections élevées 
contre les raisonnements de Laplace. La méthode de Gauss, on le sait, 
consiste à exprimer que la somme des travaux virtuels de toutes les 
forces qui sollicitent le système en équilibre est nulle. Cette somme 
est la variation totale d’une fonction Q, laquelle, pour l’équilibre, doit 
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être un maximum. La recherche de ce maximum a été considérable- 
ment simplifiée par M. Bertrand (') au moyen de considérations géo- 
métriques, qui rendent facile l'application de la théorie de Gauss. 

J'ai montré, dans un autre travail (?), que cette théorie rend aisé- 
ment compte des expériences sur lesquelles on a cru devoir fonder 
l'existence de la tension superficielle des liquides; toutefois une ob- 
jection grave, si elle est exacte, a été soulevée contre la théorie de 
Gauss. 

« Si à la surface du ménisque, dans le tube capillaire, on fait arriver 
une petite quantité d’un autre liquide, celui-ci se substitue quelquefois 
au liquide inférieur, mouille le tube à sa place et forme un nouveau 
ménisque capable de soutenir un poids déterminé. De là une variation 
dans la hauteur du liquide soulevé. C’est ce qu'ont vu Young, en fai- 
sant arriver un peu d'huile dans le tube capillaire, et Quincke, dans le 
cas de l’alcool et de l’eau, ou de l’essence de térébenthine et de l’huile 
d'olive. Dans ces deux derniers cas, les liquides employés étant mis- 
cibles l’un à l’autre, il n’y a pas, comme dans l’expérience de Young, 
deux ménisques superposés; il n’y en a qu'un qui est celui du liquide 
supérieur, et le poids du liquide soulevé est exactement celui que 
comporte la tension superficielle de ce liquide (?). 

» La théorie de Gauss conduit à admettre que, si plusieurs liquides 
sont superposés dans un même tube capillaire, la somme des poids des 
liquides soulevés ne dépend que de la nature du tube et de celle du 
liquide inférieur. Elle est donc, au moins sur ce point, en contradic- 
tion avec l’expérience (*). » 

J'ai été conduit, d’après cela, à reprendre l’étude des liquides su- 
perposés dans un tube capillaire. Ce Mémoire est divisé en trois parties : 
j'indiquerai d’abord une méthode rapide pour former la fonction ©, 
j'examinerai ensuite les liquides superposés dans un tube capillaire et, 
enfin, je chercherai l'explication de certains phénomènes observés au 
contact de deux liquides. 


() 
(*) 
(*) 
(*) 


Journal de Mathématiques pures et appliquées, t. XM, p. 185. 
Journal de Physique théorique et appliquée, t.1, p. 98; t. Il, p. 27. 
Ductaux, Théorie élémentaire de la capillarité, p. 9. 

Loe. cit., p. 3. 
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I. Considérons un liquide contenu dans un vase dont la forme est 
d’ailleurs laissée arbitraire. Désignons par m, m’,... les masses des 
divers éléments du liquide, par M, M’,... les masses des divers élé- 
ments de la paroi, par z la distance de l'élément liquide m à un plan 
horizontal arbitraire situé au-dessous du liquide. La force attractive 
qui agit entre deux éléments liquides m, m’, situés à la distance r, peut 
se représenter par mm’ f(r); la force attractive qui agit entre l’élé- 
ment liquide m et l'élément de paroi M, situés à la distance R, peut se 
représenter par mM F(R). 

Supposons que le liquide éprouve un changement quelconque et es- 
timons la somme des travaux virtuels relatifs au déplacement de l’élé- 
ment liquide m: 

1° Si l’on appelle 3 + dz la nouvelle ordonnée de l’élément m, g 
* l’accélération due à la pesanteur, le travail virtuel de la pesanteur est 
— mg dz. 

2° La distance de l’élément m à l’élément m’ devient r + dr, la 
force attractive qui agit entre ces deux éléments effectue un travail 
— mm! f (r) dr. La somme des travaux virtuels qui proviennent des 
attractions du liquide sur l'élément m est la somme des quantités ana- 
logues, étendue à tout le liquide. 

3° La distance de l’élément liquide m à l’élément de paroi M devient 
R -- dR; la force attractive, qui agit entre ces deux éléments, effectue 
un travail —mMF(R) dR. La somme des travaux virtuels qui provien- 
nent des attractions de la paroi sur l'élément m est la somme des quan- 
tités analogues étendue à toute la paroi. 

Appelons p la densité du liquide, p’ la densité de la paroi, dy le vo- 
lume de l'élément m, dV le volume de l’élément M, 

m—pdv, M=p'dV; 
la somme des travaux virtuels de toutes les forces qui agissent sur m 
est donc 


— gp dvdz — p° de [aot f(r) ie ep de | AV F(R) dk. 
Si l’on désigne par 9(r) et par ®(R) des fonctions de r et de R telles 


que les dérivées de ces fonctions, par rapport à r et R, soient égales 
aux fonctions f(r) et F(R) changées de signe, 


Speer, EUR) eh), 
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on peut considérer la somme précédente comme la variation de la 
fonction 


— gpadv+pde fde'g(r) tipo! de f dV (R). 


Si l’on répète le même raisonnement pour tous les éléments du li- 
quide, et si l’on remarque que le travail virtuel correspondant au dé- 
placement de deux éléments m et m’ aura été compté deux fois, on voit 
aisément que la somme des travaux virtuels de toutes les forces qui 
agissent sur le liquide est la variation de la fonction 


(1) o=—gofsd+ie [ fadretn +o f favdoon. 


Posons, pour abréger, 


mags Ent un 
s=; 8 dv dv" g(r), se f dV d®(R), 


(2) = gp( fsd—s—28). 


Gauss a indiqué un mode de réduction des intégrales sextuples, S et 
S’, indépendant de toute hypothèse sur Ja nature des forces f(r) et 
F(R), puis il a supposé dans le résultat final que les forces cessent 
d’être sensibles à partir d’une distance très-petite ; on obtient le même 
résultat, d’une manière plus rapide, en introduisant immédiatement 
cette dernière hypothèse. 

1° Appelons d la distance limite à laquelle deux éléments liquides 
cessent d’agir, ou le rayon d’activité moléculaire propre au liquide, et 
négligeons tout d’abord les termes de l'intégrale S qui se rapportent à 
deux éléments situés à une distance supérieure à À. 

Soient wu l’aire de la surface libre du liquide, z l’aire de la surface 
du liquide en contact avec la paroi. Imaginons, en tous les points des 
deux surfaces w et ¢, des normales à ces surfaces; prenons sur toutes 
ces normales, à partir des surfaces et du côté du liquide, une lon- 
gueur }; les extrémités de ces normales forment une surface qui dé- 
compose le volume ¢ du liquide en deux parties, l’une intérieure, dont 
le volume est v,, l’autre extérieure, dont le volume est ¢.. 
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Considérons d’abord un élément m du volume intérieur ¢,; le point m 
est à une distance de la surface extérieure du liquide supérieure à , 
de sorte que la sphère décrite de m comme centre avec le rayon À est 
entièrement située à l’intérieur du liquide. La portion de l'intégrale S 
relative au point mest évidemment proportionnelle à dy et peut se re- 
présenter par K dy, de sorte que la portion de S relative au volume 9, 
est Ko,. ; 

Considérons ensuite un élément mdu volume extérieur ¢,; le point mm 
est à une distance de la surface extérieure du liquide inférieure à à, 
de sorte que la sphère décrite de m comme centre avec le rayon X est 
en partie extérieure au liquide. La portion de l’intégraleS relative au 
point m est alors égale à Kd, diminué d’une certaine quantité md, 
provenant du segment sphérique extérieur au liquide, en le supposant 
rempli du liquide lui-même. 

Imaginons sur la surface extérieure du liquide un élément superfi- 
ciel w; circonscrivons à cet élément un cylindre normal à la surface 
extérieure du liquide, et menons deux plans perpendiculaires aux gé- 
nératrices du cylindre, à des distances de la surface extérieure x et 
x + dx : ces plans découpent dans le cylindre un élément de volume 
w dx et la portion de S relative à cet élément est 


(K—p)odx. 


Pour le cylindre circonscrit à l’élément w et compris dans le vo- 
lume v,, la somme des termes analogues est 


1 
o(Ka— f nde); 


or la dernière intégrale est une quantité constante que nous repré- 
senterons par wo; i 
[ude = 2, 


v0 
de sorte que la portion de S relative au volume extérieur ¢, est 


Ke —œ(t+u) 
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En réunissant cette expression à la portion de S relative au volume 


intérieur #,, 
S—Kv—a(i+u) 

Pour former cette valeur de S, on a négligé les termes de l’intégrale 
qui se rapportent à deux éléments situés à une distance supérieure à À. 
Pour deux éléments placés dans cette condition, f(r) = o par hypo- 
thèse; par suite w’(r)— o et p(r) devient constant, de sorte que la 
considération de pareils éléments a uniquement pour effet d'introduire 
dans la valeur de S un terme nouveau qui ne dépend que.du volume 9; 
par suite, si l’on désigne parc une constante qui dépende uniquement 
du volume du liquide, la valeur de S peut s’écrire définitivement 


oe w(t+u). 


2° L’expression de S’ se déduit immédiatement de ce qui précede. 
En effet, désignons par À’ la distance limite à laquelle deux éléments, 
l’un liquide et l’autre solide, cessent d’agir mutuellement, et négli- 
geons tout d’abord les termes de l'intégrale S’ qui se rapportent à deux 
éléments situés à une distance supérieure à 2’. 

Considérons un élément w situé sur lasurface ¢; circonscrivons à cet 
élément un cylindre normal à la surface et menons du côté du hquide 
deux plans perpendiculaires aux génératrices du cylindre à des dis- 
tances æ et x -- dx de la surface : ces plans découpent dans le cylindre 
un volume « dx et la portion de S’, relative à cet élément de volume, 
peut se représenter par p'wdx, en désignant par pr une quantité ana- 
logue à p. 

Pour tous les éléments du cylindre considéré, la portion correspon- 


dante de S’ est 
à’ 
of u' dx, 
oO 


et si l’on pose, comme précédemment, 


\ 
a nde == 6, 
0 


la portion de S’ qui correspond à la surface ¢ a pour expression 624. 
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La considération des éléments situés à une distance supérieure à 1’ 
conduit à ajouter, d’après les raisonnements qui précèdent, à la valeur 


précédente un terme c’ qui dépend uniquement des volumes du liquide 
et de la paroi. 


S'— cl + 624, L 


Si l’on reporte les valeurs de S et de S’ dans la relation (2) et si l’on 
désigne par C l’ensemble des termes constants, 


0=C—ge| fe +(e — 26+) t+ au |; 


telle est expression de Q dans le cas d’un seul liquide. Si l’on sup- 
pose maintenant qu’il existe deux liquides dans le vase et que l’on dé- 
signe par Q, et par Q, les portions de Q relatives aux deux liquides, 
par p, la densité du second liquide, par (r,) la force attractive qui 
s'exerce entre l’élément de du premier liquide et l’élément dy, du se- 
cond liquide, situés à la distance 7,, la valeur de ©, sera donnée par la 
relation (1), en y ajoutant le terme 


see f f dde. w (n) 


où Y (r,) désigne la fonction primitive de ¢ (7, ) changée de signe. 
En posant comme précédemment 


galled ef de dv, ¥ (n), 
2 § 


0,=— ge( [zd —s—29'—8"): 


Si l’on désigne par s la surface commune aux deux liquides, par 7° 
une constante analogue à 6?, et si l’on remarque que la surface exté- 
rieure du premier liquide est maintenant £ + u +s, la valeur précé- 
dente peut s’écrire 


(3) Q,=C— gp | f= dy + (at — 26) t+ au + ep |. 


10. 
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De même 
(4) Q.=lis gol fedo+ (ai — 26?) t+aju+t(a vos |: 


Il existe entre les deux constantes ety? une relation fort simple ; 


en effet 
tp oo =e f dv dv, ¥ (ri) 


yis== al dv dv, ¥ (r,); 


done 
ey? =P yi- 


Nous désignerons, pour abréger, par L, le liquide auquel se rap- 
porte Q,, par L, le liquide auquel se rapporte 2,. 


Il. Supposons que le liquide L, soit contenu dans un vase où plonge 
un tube capillaire, et supposons que l’on dépose le liquide L, au-des- 
sus du ménisque formé par le premier liquide L,. Il est facile de dé- 
terminer la surface terminale du liquide L,, l'angle de raccordement 
de cette surface avec la paroi et le volume liquide soulevé dans le tube 
capillaire, en appliquant Ja méthode fort simple indiquée par M. Ber- 
trand. 


Equation de la surface terminale. — Pour trouver l'équation de la 
surface capillaire terminale, il suffit de supposer que cette surface 
éprouve seule une modification, en conservant le même contour. Alors 
la variation de Q se compose uniquement de la variation de 


— ge( fz dy +- au) 


Considérons sur la surface w un élément superficiel » limité par 
quatre lignes de courbure : soient w’ l'élément correspondant sur la 
nouvelle surface infiniment voisine de u; e la portion infiniment petite 
de la normale à la surface u comprise entre les deux surfaces; R et R’ 
les rayons de courbure principaux au point considéré de la surface w. 
Supposons, pour fixer les idées, la surface w concave et admettons 
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, e Q ip ° ° 114 : . 
qu'au point considéré le liquide s’éléve, par le fait du déplacement 
virtuel. 
? x , 4 , Là 2 
D'après un théorème démontré par M. Bertrand dans son Mémoire 
sur les surfaces isothermes orthogonales, 


a we (P+ . 
; R RR 


os ae 
Si l’on pose we = dy, la variation de Q a pour valeur 


(5) do ge [| 2—a(5 + 9) |e 


Mais le volume du liquide restant le méme, la somme des travaux 
virtuels s’annule si l’on pose : 


(6) | se (E+ yy) = 


en désignant par À une constante qui dépend de la position du plan 
horizontal arbitraire à partir duquel on compte l’ordonnée z : nous 
supposerons que ce plan coïncide avec la surface libre du liquide dans 
le vase et que les ordonnées soient comptées positivement au-dessus de 
ce plan. 


Angle de raccordement. — Pour trouver l’angle de raccordement de 
la surface avec la paroi, il suffit de supposer que le liquide terminal 
éprouve, comme précédemment, une modification, sans conserver tou- 
tefois le même contour le long du tube. 

Désignons par w’ la nouvelle surface terminale du liquide; élevons 
en tous les points du contour primitif de la surface uw des normales à 
cette surface et désignons, pour abréger, par S la surface déterminée 
par ces normales. L’intervalle compris entre les deux surfaces u, wu’ et 
la paroi du tube peut alors se décomposer en deux parties, l’une com- 
prise entre u, u’ et S, l’autre comprise entre w’, S et la paroi du tube. 

Considérons la première partie : en conservant les notations précé- 
dentes, la variation de Q qui correspond à cette partie du liquide est 
donnée par la relation (5); mais, d’après l’équation de la surface capil- 
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laire (6), cette variation est nulle. Il suffit done d’examiner la varia- 
tion de Q qui correspond à la seconde partie du liquide. 

Considérons sur le contour de la surface w un élément rectiligne ds : 
désignons par e la portion infiniment petite de la normale menée par 
un point de cet élément à la surface w et limitée à la surface u'; dési- 
gnons par à l’angle sous lequel le liquide coupe la paroi. 

1° À l'élément ds correspond un accroissement de la surface libre 
eds cotr. 

2° A l'élément ds correspond un accroissement de la surface ¢ égal 
— 

sint 

3° Au méme élément ds correspond un accroissement du volume 


du liquide égal à = € dscoti. La variation de Q qui correspond au 


changement de forme du liquide est finalement 


d0=—gp f eds (+ en + 2 +a’) coti. 
2 cost 
Si l’on remarque que l’épaisseur e est infiniment petite et que dQ 


doit s’annuler, quel que soit e, on trouve pour valeur de l’angle de 
raccordement 


Volume liquide soulevé. — Pour trouver l’expression du volume 
liquide soulevé dans un tube cylindrique vertical à section circulaire, 
considérons un élément w de la surface w, limité par quatre lignes de 
courbure; appelons z l’ordonnée d’un point de l'élément , 9 l’angle 
que fait la normale à l'élément avec la verticale. | 

Le volume liquide soulevé dans le tube au-dessus de la surface libre 
dans le vase est 

V=Zoz cosy. 


Imaginons une seconde surface, obtenue en prolongeant les nor- 
males à la surface u d’une longueur infiniment petite e, dirigée du côté 
du liquide; désignons par w’ l'élémenc ae la nouvelle surface corres- 
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pondant à w. D’après le théorème cité de M. Bertrand, 


! ’ I I 7 
@' = ® + WE Rt PR ; 


mais, en tenant compte de l'équation de la surface capillaire (6), 


a? 
63 —(w—0)+ oA, 


et par suite 


bbe = (Zo’cose — Zucosg) +22 @ COS. 


Or Zwcosp et Sw’ cos sont les projections horizontales de la sur- 
face u et de la surface infiniment voisine; leur différence est la projec- 
tion horizontale de la zone déterminée par les normales de longueur 
infiniment petite e, menées suivant le contour de la surface terminale. 
La projection horizontale de cette zone a pour valeur Lecost, en ap- 
pelant Lle contour de la surface terminale ou la circonférence du tube. 
Si l’on désigne par B la base du tube, on a finalement 


077 | V = æLecosi + Bi. 


Détermination de la constante \. — l'équation de la surface capil- 
laire, la valeur de l'angle de raccordement et l’expression du volume 
liquide soulevé s'appliquent également dans le cas d’un seul liquide. 
Dans ce cas, la constante À se détermine par cette considération : si le 
tube est suffisamment large, la surface terminale du liquide dans le 
tube est plane à une distance suffisante de la paroi du tube, et de plus 
cette surface est sur le prolongement de la surface libre du liquide 
dans le vase, 


Dans le cas de deux liquides superposés, la constante À se détermine 
d’une manière analogue. 

Soient MN la surface libre du liquide contenu dans le vase; AB la 
surface terminale du liquide contenu dans le tube capillaire; CD la sur- 
face de séparation des deux liquides dans le tube capillaire ; nous sup- 
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poserons cette surface CD placée au-dessous de MN. Désignons par Ala 
distance moyenne des points de la surface CD au plan horizontal MN, de 
sorte que le volume du liquide contenu dans la portion du tube située 
au-dessous de MN soit égal à BA. 

Supposons que le tube s’élargisse et que le rayon devienne assez 
grand pour que les deux surfaces AB et CD deviennent planes dans 
leur partie moyenne, à une distance suffisante de la paroi du tube, la 
hauteur À restant la même. L’ordonnée d’un point de la région plane 
de AB devient, d’après l'équation (6), égale à À; d’ailleurs les hauteurs 
des deux liquides au-dessus de leur surface de séparation CD sont in- 
versement proportionnelles à leurs densités 


(A+h)p=ho, 


9 ce a 
p 


L’ordonnée de la surface capillaire et le volume liquide soulevé ont 
alors pour expressions 


V= a Leosi + BRÊE. 


Ces résultats peuvent s’exprimer d’une manière fort simple. Menons 
à l’intérieur du tube un plan horizontal EF à la distance À au-dessus 
du plan horizontal MN. 

1° Si l’on compte l’ordonnée de la surface capillaire AB à partir du 


plan horizontal EF, cette ordonnée a la même valeur &? (& +} wv) 
que si le tube capillaire plongeait dans un liquide unique, tel que EF 
fût la surface libre du liquide dans la cuve. 

2° Le volume liquide ABEF a la même valeur «?L cosz que si le tube 
plongeait dans un liquide unique. 


Conséquences. — Un autre cas à considérer est celui où lé niveau du 
liquide CD est plus élevé dans le tube que dans la cuve. 
Si l’on désigne alors par k la hauteur moyenne du liquide inférieur 
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soulevé au-dessus de la surface MN de ce liquide dans la cuve, les for- 


mules précédentes sont immédiatement applicables en changeant le 
signe de h, 


enki ote, ate ays de 
DR (+B) are , 


MERS PERS 


Cette dernière relation peut s’écrire 
(V—BA)gp + Bh go, = « Lgpcosi. 


Sous cette forme, on voit que la somme des poids des deux liquides 
soulevés dans le tube capillaire est constante et égale au poids du liquide 
soulevé dans le tube capillaire, lorsque ce tube plonge dans un vase qui ne 
renferme que le liquide supérieur; résultat conforme aux expériences 
citées plus haut. 

Cette proposition renferme plusieurs conséquences : 

1° Lorsque la température d’un liquide soulevé dans un tube capil- 
laire n’est pas uniforme dans toute l'étendue de la colonne, on peut con- 
sidérer la colonne soulevée comme étant formée de plusieurs liquides, 
et, dans ce cas, le poids total du liquide soulevé dans le tube ne dé- 
pend que de la température au sommet de la colonne liquide. 

Ce résultat est d’accord avec les expériences de M. Wolf (‘). Dans 
les recherches relatives à l’influence de la température sur les phéno- 
mènes capillaires, M. Wolf cite les expériences suivantes : 

Si l’on chauffe la portion moyenne de la colonne liquide soulevée 
dans un tube capillaire, on observe immédiatement une ascension du 
ménisque. Cette ascension est à peu près égale à celle qui résulterait 
de la dilatation de la portion de colonne échauffée. 

Si l’on refroidit, au contraire, une portion de la colonne liquide sou- 
levée, le ménisque s’abaisse. 

2° Si l’on considère une colonne liquide soulevée dans un tube ca- 
pillaire et renfermant des bulles d’air à l’intérieur, le poids de la 
colonne liquide soulevée est constant et indépendant du nombre et du 


EE 


(') Annales de Chimie et de Physique, 3° série, t. XLIX, p. 243. 
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volume des bulles d’air. Ce résultat avait déjà été indiqué, au moyen 
d’autres considérations, par M. Bertrand, comme une conséquence de 


la théorie de Gauss. 


III. L’attention des physiciens est dirigée, depuis quelques années, 
vers l’étude de nombreux phénomènes observés au contact de deux 
liquides différents et liés d’une manière intime aux forces capillaires. 
M. Van der Mensbrugghe, dans deux Mémoires remarqués ("), a ré- 
sumé l’ensemble de ces phénomènes; il a fait connaître un grand 
nombre de faits nouveaux et intéressants, et de plus il a proposé des 
explications fondées sur l'existence de la tension superficielle des 
liquides. 

La théorie de Gauss conduit d’une manière directe à l’explication de 
ce genre de phénomènes. Dans le cas de deux liquides, la fonction Q 
est la somme des fonctions Q, et Q, relatives aux deux liquides, 


O = Q, + 0. 


Si l’on pose, pour abréger, 
gee =F, gprvei =F, 
SPP = gpryi=G. 


Si l’on désigne parzetz, les angles de raccordement des deux li- 
quides avec la paroi solide, par dm la masse d’un élément liquide, l’ex- 
pression générale de Q devient, d’après les relations (3) et (4), 


Q—C— | [2am—Fe cosi + Fu-+ (F+F, — 2G)s— F,é,cosi, +F, a]: 

La fonction Q, pour l'équilibre, doit être un maximum; par consé- 
quent la quantité contenue dans la parenthèse doit être un minimum. 
La recherche de ce minimum est un problème, en général, très-com- 


1 01 y a 17. 2] œ oe ; , C 7 , 4 LY Q 
(') Sur la tension superficielle des liquides considérée au point de vue de certains mouve- 
ments observés à leur surface (Mémoires couronnés et Mémoires des savants étrangers, pu- 
2 


bliés par l’Académie royale de Belgique, t. XXXIV, 1869; t. XXXVII, 1873). 


BS od aS 


quantité 
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plexe, dont la solution varie avec chaque cas particulier; nous exami- 
nerons quelques exemples. : 


a. Considérons une lame mince constituée par deux liquides diffé- 
rents L et L,; le liquide L s'appuie sur un contour plan horizontal et 
le liquide L, forme une lame mince à l’intérieur du premier liquide. 

Désignons par U la surface totale de la lame liquide, u + u, =U. La 


surface U conserve une valeur constante, le terme fz dm ne varie pas, 


ft reste constant, ¢, = 0, la surface s est négligeable devant U : alors la 
Fu + F,(U— vu) 
doit étre minimum; par suite 


(Es Fy) 
doit étre un minimum. 
1° F>F,; west minimum. 
2° F <F,; west maximum. 
Ainsi la surface de la lame doit s’étendre du côté du liquide pour 


lequel la constante F ou F, a la plus petite valeur. 


b. Supposons que le liquide L, soit étalé en couche mince à la sur- 
face du liquide L. 


Le terme [eam ne varie pas sensiblement, ¢ reste constant, ¢,==0, 


la surface s peut être regardée comme sensiblement égale à u,, et si 
l’on désigne, comme précédemment, par U la somme u +-u,, qui reste 
d’ailleurs constante, on voit que, pour l’équilibre, la quantité 


(F,—G) u, 


doit étre un Minimum. 
1° F, >G; u, est minimum, le liquide L, forme alors une goutte 


circulaire. 
2° F, <G; u, est maximum, le liquide L, s’étale à la surface du 


liquide L. 
c. Considérons enfin une goutte d’un liquide L, déposée à l'intérieur 


d’un liquide L de même densité. 
II, 


84 THÉORIE DES PHÉNOMÈNES CAPILLAIRES 


Le terme | zdm ne varie pas, ¢ reste constant , 4, — 0, wreste con—- 


stant, u, = 0; pour l’équilibre, la quantité 


(F+F,—2G)s 


doit être un minimum. 

1° F+F, < 2G: s est maximum, l'équilibre est impossible (‘). 

2 F+F, > 2G;s est minimum, la goutte est sphérique; c’est le 
cas des expériences célèbres de M. Plateau. 


d.'On peut déduire de la valeur de Q (p. 82) l’équation de la sur- 
face de séparation de deux liquides superposés dans un tube capil- 
laire (7). 

Il suffit de supposer que cette surface éprouve seule une modifica- 
tion en conservant le méme contour. Considérons sur la surface s un 
élément superficiel w limité par quatre lignes de courbure : soient w’ 
l'élément correspondant sur la nouvelle surface infiniment voisine de s; 
ela portion infiniment petite de la normale à la surface s comprise 
entre les deux surfaces; R et R’ les rayons de courbure principaux au 
point considéré de la surface s. Supposons, pour fixer les idées, la sur- 
face s concave, et admettons qu’au point considéré le liquide s’élève 
par le fait du déplacement virtuel. 

Si l’on pose we = dy, on a, d’après le théorème cité (p. 77), 


# 


DO =— (a +7) dv. 


En désignant toujours par p, et p les densités des liquides inférieur 


‘ 


et supérieur, la variation du terme [sdm qui correspond à l’élément 


(') Ce résultat a été indiqué déjà par Athanase Dupré au moyen d’autres considérations : 
La diffusion a lieu toutes les fois que la force de réunion des deux fluides lun avec l’autre 
surpasse la moyenne arithmétique de leurs forces de réunion respectives ( Théorie méca- 
nique de la Chaleur, p. 372). 

(*) Cette question et la suivante ont été déjà traitées par M. Quet dans le cas d’un liquide 


contenu dans un tube capillaire et soumis à l’action de la vapeur qu’il dégage (Rapport sur 
les progrès de la capillarité, p. 272), 
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de volume de est g(p; — p) z de. D'ailleurs les surfaces ¢, w, 4,, u, res- 
tent invariables; par suite, la variation de Q, qui correspond à la mo- 
dification précédente, est 


ao [| g(¢ (ee p)2—(F+F— 96) (+ ni) | a. 


Mais le volume reste le même; cette somme s’annule, si l’on pose 


rene + ip) +1 
— g(a—p) \R KR i 


en désignant par), une constante dont la valeur dépend de la position 
du plan horizontal arbitraire à partir duquel on compte positivement 
les valeurs de z; nous supposerons comme précédemment que ce plan 
coincide avec la surface libre du liquide dans le vase. 

Si l’on suppose que la surface de séparation des deux liquides soit 
située au-dessus de la surface libre du liquide dans le vase, la con- 
stante À, est déterminée par la condition que la somme des poids des 
liquides soulevés au-dessus de la surface libre dans le vase soit égale 
au poids du liquide supérieur qui serait soulevé dans le même tube 
plongeant dans ce liquide. 

Le volume du liquide inférieur soulevé au-dessus du vase est (p. 79) 


a? Lcosi + BA, 


en désignant par # l’angle de raccordement du liquide inférieur avec 
la paroi. En appelant p le poids du liquide supérieur, on doit avoir 


gpi(æ? Leos’ + BA) + p = gp a’ Leosi. 


e. L’angle de raccordement v’ du liquide inférieur avec la paroi se 
détermine par des considérations analogues aux précédentes (p. 77) 

Il suffit de supposer que la surface de séparation éprouve une modi- 
fication sans conserver le même contour le long du tube. Désignons 
pars’ la nouvelle surface de séparation des deux liquides; élevons en 
tous les points du contour primitif de la surface s des normales à cette 
surface et désignons, pour abréger, par S la surface déterminée par ces 
normales. L’intervalle compris entre les deux surfaces s, s’ et la paroi 
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du tube peut alors se décomposer en deux parties, l’une comprise entre 
s,s'ets, l’autre comprise entre s’, S et la paroi du tube. 

Considérons la première partie: la variation de Q, qui lui corres- 
pond, est nulle d’après l'équation de la surface de séparation des deux 
liquides. 

Considérons ensuite sur le contour de la surface s un élément recti- 
ligne do; désignons par e la portion infiniment petite de la normale 
menée par un point de cet élément à la surface s et limitée à la sur- 
face s’. 

° A l'élément d correspond un accroissement de la surface de sé- 
paration edo cotv’. 

2° A l’élément do correspond un accroissement de la surface £, égal a 


eso + et par suite une diminution égale de la surface ¢. 


3° Au méme élément do correspond un accroissement du volume 
liquide inférieur égal a 4 e? do cotv’ et par suite une diminution égale 
du volume liquide supérieur. 

La variation de Q, qui correspond au changement de la surface de 
séparation des deux liquides est finalement 


F cosi— F, cosi, 
cos’ 


d0—— [| iesg(p—0)+F+F 26 + | eae cot. 

Si l’on remarque que l’épaisseur e est infiniment petite et que dQ 
doit s’annuler, quel que soite, on trouve pour valeur de l'angle 7’, formé 
par le liquide inférieur avec la paroi, 


F, cost —F post 


cos’ — 
F4-F,—2G 
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Depuis Euler, la théorie des surfaces a été exposée de bien des ma- 
nieres différentes, tantôt à l’aide de l’Analyse ou de la Géométrie pures, 
tantôt à l’aide de l’une et de l’autre. Le tableau complet des progrès de 
cette branche de l'Analyse appliquée a été tracé par M. Chasles dans 
son Rapport sur les progrès de la Géométrie, et le nombre considérable 
de Mémoires qui s’y trouvent analysés porte à croire qu’une exposition 
nouvelle, comprenant les résultats fondamentaux actuellement acquis, 
pourrait être utile à ceux qui voudraient s’occuper de la théorie des 
surfaces. 

Il semble nature d’établir d’abord ce qui est relatif à une surface 
quelconque considérée isolément, pour passer ensuite à la théorie des 
surfaces correspondantes et aux monographies. En outre, il convient 
de définir les éléments introduits dans.cette théorie par les géomètres 
et d’en fournir les expressions indépendamment de tout système de 
coordonnées, avant de montrer les simplifications qui résultent d’un 
choix judicieux de ces systèmes. Tel est l’ordre que je me propose de 
suivre dans cette Exposition, dont je donne ici les débuts, et d’où j'ai 
exclu systématiquement toute considération géométrique. 

Dans la première Section, j’établis à l’aide d’une transformation de 
coordonnées les formules relatives au déplacement le plus général d’un 
trièdre trirectangle, et j’en déduis la portion des formules de M. Co- 
dazzi qui est indépendante de la position du trièdre par rapport à 
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la surface. Je prouve ensuite, à l’aide de l’Analyse bien connue de 
M. Ossian Bonnet, que six fonctions quelconques satisfaisant à ces trois 
équations définissent toujours le déplacement d'un trièdre autour de 
son sommet et n’en définissent qu’un. 

En exprimant que le trièdre a deux de ses arêtes tangentes à une sur- 
face, on trouve la seconde portion des formules de M. Codazzi en coor- 
données rectangulaires et en coordonnées obliques, sous la forme où 
M. Laguerre les a données dans les Nouvelles Annales de 1872. J'ai d’ail- 
leurs établi toutes mes formules dans l’un et l’autre système de coor- 
données, en leur donnant le même numéro, et en affectant ce dernier 
d’un accent pour les coordonnées obliques. 

En exprimant que le trièdre est formé par la tangente, la normale 
principale et la binormale d'une courbe gauche, on obtient, au lieu des 
formules de M. Codazzi, les formules de M. Serret. Comme on a quel- 
quefois à différentier ces formules jusqu’à un ordre assez élevé, je 
crois être utile en publiant les résultats que j'ai obtenus jusqu’au 
sixième ordre inclusivement, et dont je garantis l’exactitude. J’en dé- 
duis plusieurs formules qui renferment, comme cas particuliers, quel- 
ques théorèmes de Géométrie infinitésimale dus à M. Ossian Bonnet. 

Cette Section se termine par les formules qui donnent le plan oscu- 
lateur, le rayon de courbure et le rayon de torsion d’une ligne tracée 
sur une surface, quand on connaît l’angle sous lequel elle coupe les 
lignes coordonnées. Ces formules sont dues à M. Laguerre. 

Dans la deuxième Section, je démontre le théorème d’Euler, celui 
de Gauss relatif à la courbure, et celui de Meusnier. De l’étude des 
normales autour d’un point, je déduis ensuite toutes les expressions 
connues de la torsion géodésique, de l’angle de deux normales infini- 
ment voisines et de la courbure géodésique. 

Dans la troisième Section, je définis les lignes de courbure, les asym- 
ptotiques et les géodésiques, et j’établis leurs équations différentielles. 
J'y donne le théorème de Lancret, et, d’après M. Ossian Bonnet, l’appli- 
cation de la théorie du dernier multiplicateur de Jacobi à l’intégra- 
tion des géodésiques. 

Enfin, dans la quatrième Section, j’établis la théorie des surfaces, 
lieux de normales, le long d’une courbe quelconque. 


—— > 


FC 
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SECTION I. 
FORMULES GÉNÉRALES. 


I. — Déplacement d’un triédre. 


1. Considérons un trièdre trirectangle mobile d’une manière quel- 
conque dans l’espace et, par un point fixe O, menons des parallèles OË,, 
On,, OF, à ses trois arêtes dans chacune de leurs positions. Menons éga- 
lement, par le point O, trois axes fixes trirectangulaires, et soient a, b, 
c, a’, b',c', a’, b”, c” les cosinus des angles formés parles droites 0&,, 
On,, OC, avec ces axes. Six,, y,, z, sont, par rapport à OË,,On,,O6;, 
les coordonnées d’un point invariablement lié au trièdre, ses coordon- 
nées x, y, 3, par rapport aux axes fixes, seront fournies par les for- 
mules 

| L=ax,+a'y,+a"Z,, 

(1) xy =bx,4+ by, + b'2, 
2 =CX + cy, + Cr. 


En passant de la position actuelle du trièdre à la position infiniment 
voisine, ces formules donneront 


dx = x, da + yida' + z, da”, 
(2) dy = x, db + y, db! + z, db", 
dz = x, de + y, de! + 2, dc”. 


Si l’on ajoute les équations (2), après avoir multiplié la première 
par a, la deuxième par b, la troisième par c; puis la première par a’, la 
deuxième par 6’, la troisième par c’; enfin la première par a”, la 
deuxième par b’, la troisième parc’, on obtient 


a da' + b db'+e de’) 
+(a da’+ b db’ + de’)z 
)y 


a dx +b dy+c dz=(a da+b db+ ec dc) + 
| - 


a dx +b! dy +c dz=(a' da+ b’ db + c'de)x, +(a' da’+ b’ db’ + c' de’) y, 
(3) + (a! da” b’ db" + ce! dc” Zz, 


( 
( 
) 
ada +b! dy +0! dz —(a" da + b’ db + ede) x, +(a"da' + db” db' + ede’) 
+ (a” da" + b” db’ + c" dc’) 
Annales de l’École Normale. 2€ Série. Tome II. 12 


> 


WA 


2 


(8) 


| 


| 
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Or, en différentiant les relations 
v@+b? +c =1, a’a’ + 6'b" + cc" =0; 
(4) a? + b"2 +ce?=1, (5) a’a + b"b +c'c—=0, 
a+b? Sort, a a +b b'+c c'—=0, 
il vient 
a da +b db + c de =o, 
(6) a da! + b' db’ + c' dc! =o, 
a” da" +b’ db" + ce” de” =0, 
( a’ da" + b' db" + c' de” =—(a" da! + b’ db’ + c” de’), 
(7) a’ da + b"db + c’de =—(ada" +b db” +e de’), 
a da’ + b db’ +e dc! =—(a' da +b'db +¢' de). 
Portons ces valeurs dans les formules (3), nous aurons 
a dx +b dy +c ds=—(a' da +b'db + c'de)y, + (a da’+-b db"+c de”) z,, 


a dx +-b' dy +c' dz = —(a"da’ + b’db’ + c"de') 2, + (a' da + b' db +-c'de )x,, 
a” dx + b” dy +c"dz=—(a da’ +b db"+c de") x,+-(a"da' +b’ db’ + c'dc')y1. 


Si l’on ajoute les équations (1), apres avoir multiplié la première 
par a, la deuxième par b, la troisième parc; puis la première par a’, 
la deuxième par 0’, la troisième par c’; enfin la première par a”, la 
deuxième par b”, la troisième par c”, on obtient, eu égard aux équa- 
tions (4) et (5), 

a x+by+cz—=x,;, 
(9) a'x+b'y+c'z=y, 
a"x+ b'y+c'z—3;; 


d’où l’on tire 


a dx +b dy +c d3=—(xda +ydb +2dc ), 


(10) a dx + b'dy+c'dz=—(xda +ydb' +2dc'), 


a’ dx + b" dy + c" dz = — (x da" + y db" +-2dc"). 


Portons ces valeurs, ainsi que celles de æ,, y,, z,, dans les équa- 
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tions (8), et nous aurons 


x da +ydb + zde = +(a da +b'db +c'de \(avx+b' y+e'z 
—(ada’+b db’ +c de")(a"x+b"y+c"2), 

fi ada’ + ydb! + de! = +(a"da + b’db! +c"de!) 
—(a'da +b'db +c'dce) 

æ da" + y db" + zde” =-+ (a da" + b db" +c de’) 

— (a”da'+ b’db' + c"dc') 


ax+b y+cz 


) 
) 
a"x + b'y+c"2) 
) 
) 
a'xæ+b y+c! 2). 


( 
( 
(a æ+b y+c 3), 
( 
( 


En exprimant que ces formules sont des identités ena, y, z, il vient 
done 

da =(a' da + b’ db + c’ de) a’ — (ada” + bdb” + ede") a’ 

db = (a'da+-b' db + c' dc) b’ — (ada" + b db" + cdc’) 

de = (a! da + b' db + c' de) ce’ — (ada” + bdb" + cdc”) 

) 

) 

) 


( 
da’ =(a"da' + b" db’ 4- e’de')a"— (a! da + b'db + c'de 
(12) a =(a"da' + b" db’ + ede’) b’— (a! da + b' db + c'de 
=(a’da' +- b” db'+c"de') c’—(a'da+ b' db + c' de 

da” =(a da” + b db” +-¢ dc”)a — ‘a"da'+ b’db! + e’de')a’ 
db’=(a da”+ b db” + dc’) b — (a’da' + b’db’+ e’dc')b’, 
de" =(a da" + b db’ + ¢ dc") ¢ — (a’da' + b"db' + c’dc')c! 


a L 
br 
Ge: 
a, 
b, 
C 


{ial * 
C 3 


Telles sont les relations fondamentales qui vont nous permettre de 
passer d’une position quelconque d’un trièdre trirectangle à la posi- 
tion infiniment voisine. 


II. — Formules de M. Codazzi. 


2. Imaginons qu’un point décrive une surface quelconque 
x=9(U,v), y=(ue), z=x(uv) 


et que a, b, c, a’, b', c', a”, b’, c’ soient aussi des fonctions connues 
de uw et dey. Alors les expressions 


a'da + b'db + c'de, ada’ + bdb” + cdc’, a"da + b’db! + e"de' 


seront des fonctions connues de w et de y. En les désignant par 
12. 
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+ Mdu+ Nde, — Pdu— S dv, —Rdu—Qdy, on aura 


a da + b' db + c' de=+ M du + N dv, 
(13) ada’ + b db" + cdc"=— P du — Sd, 
a'da' + b"db'! + c'de'=—R du — Q dv, 


et les équations fondamentales du mouvement du trièdre deviendront 


da = +(Mdu+Ndv)a'+ (P du +S dv)a” 

db —+(Mdu+ Ndv)b'+(P du +S dv) b’, 

de =+ (Mdu+Ndv) c'+(P du +S dv 
7. Ja” 
ef ) 


c ) 
pe —— (R du + Qdv)a’— (Mdu + Ndv)a, 
R du + Qdv)b"— (M du + N dv) b, 

À =— (R du + Qde)c"—(Mdu + Ndv) ec 
da”=— (P du + S dv) a + (Rdu + Qdv)a 
db” =— (P du + S dv) b + (Rdu + Qdv)b', 
de” =— (P du + S dv) c + (Rdu + Qdv)c'. 


! 


bd 


Si le sommet du trièdre doit de plus coincider avec le point décri- 
vant la surface, son mouvement dans l’espace sera complétement dé- 
terminé. 


3. Nous allons chercher si, réciproquement, à tout système de va- 
leurs de M, N, P, Q, R, S correspond un mouvement déterminé du 
trièdre autour de l’origine et un seul ('). 

A cet effet, groupons les équations (14) de la manière suivante : 

da =+ (Ma'+ Pa”) du + (Na! +S a”) dv, 

da' = — (Ra"-+Ma)du—(Qa”+Na) dv, 

da”"=— (P a— Ra’) du—(S a — Qa’) dv; 
( 


) 
= +(Md’+ Pb’) du + (Nb’+-S b”) do, 
(15) — (Rb’+ Mb) du— (Qb’+N b) dv, 
nes —(Pb—Rbd')du—(Sb — Qb')dv; 
e =+(Me’+Pc’) du+(Ne’'+ Sc") dv, 
iS = — (Re’+ Mc) du — (Qe’+.Ne) dv, 
TR — —(Be—Re’)du—(8 ¢ — Qe’) dy 


(*) Dans tout ce paragraphe 3, nous n’ayons fait que reproduire textuellement l’analyse 
donnée par M. Ossian Bonnet dans son Mémoire sur la théorie des surfaces applicables sur 
une surface donnée, où il ale premier montré toute l'importance des formules de M. Codazzi. 
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Ces équations équivalent aux suivantes : 


da 
Ga + Ma+Pa”, de = -+—+- Mb Pd", oe 4 Me'4 Pe’, 
da js db’ # dc! . 
(16) da = Re —Ma, da 7 ROY M6, Ta RO’ Me, 
da’ db’ A 
re dcr Kae ey Oe RO, a = —Po+Re, 
da db 
ay Pilea alta i ri —= + Nb'+S 0’, Ba +Ne +80", 
: da’ Le W db’ == W de’ A 
(EPS = QUE Na, on et Fo = Qe" Ne, 
d W 3 db” 4 7 
D =—S$a +Qa, as x > ye QU”, co = —Se+Qe, 


et l’on doit avoir avant tout 


4 (Me+Pa)= À (Na +80"), 
d d ” 
ys (Ra’+ Ma)= Ta (24 +N a), 
4 (Pa—Ra)= 4 (Sa—Qa)); 
LME Pb") =< (NES 0") 
8 LR + Mb) = L(QH'+ Ne 
(18) 2 (Ro+ Md) = 4 (Q6'+N5), 
L(PE—RE)= TE (86 — O0); 
L(Me+ Po) = 5 (Ne +8 6) 
£ (Ro"+ Me) = ay (e+ Ne), 
d ee: 
please) aap, is 060 


ce qui, en effectuant et remplacant les différentielles partielles de a, a’, 
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a’, b, b', b’, c, c’, c” par leurs valeurs, conduit aux conditions 


dM dN 
ME ER 
dP ds 

19) a ge MOGRAN, 
FL ae CRE 
ape nyse Nas MS 


Supposons ces conditions remplies ; on sait que, quelles que soient 
les quantités M, P, R, il existe une infinité de systèmes de valeurs de 
a, a’, a” satisfaisant aux équations (16), et qu’en appelant @,, @,, a’, 
Aus dos dns A;, dy À, trois de ces systèmes, pour lesquels le détermi- 


nant 
A GQ, Ay; 
a, À a, 
" 1" (4 
e 1 2 a 3 


soit différent de zéro, les valeurs les plus générales de a, a’, a” sont 


Aa =H, A, + Air + As As, 
(20) 


4 à L , 
a= 4,4,+404,+ a,, 


| Ss a a Se a, + Oda, 


dis &, & étant des fonctions arbitraires de +. 
Cela posé, assujettissons les valeurs précédentes de a, a’, a’ à véri- 
fier les équations (17), nous aurons 
£ da, ee da das 
' dv * dv * dv 
, it da ! " da: da 
= (+a, 45 Sa — Te) + (+ Na,+ Sa, — =) 2 + (+ Na +88 ie) Xsy 


dv 
du de à da 


/ ,_ da Ed - 
| oe open Qa, — oo | a+ (- Sa;+ Q a, — ae a+ (-Sa+Qa — % as. 
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Ces équations fourniront pour &,, %, a des valeurs convenables, 
c'est-à-dire des valeurs fonctions de y seul, si leur système est équiva- 
lent à celui que l’on obtient en les dérivant par rapport à u, &,, a2, a5, 


da, da, da; , che, ee ; 
We a5? qo étant traités comme des constantes, c’est-à-dire au système 


des trois équations 


} da, da, da, da: ; das das 


—§_ =<, ———$ s —__—_ 


= (en S248 Fi 4a —-+ad 


dd, da , aN ESA. d'a 
du One fodud à din’ dua et 


+ (+N es a a dm ges) @ 
du du > du “un . aeaus : 
+ (4N 24858 +0, Ba BPH) 

du du > du ‘due dudv) 


da, da, | da, da. da, da, 
ea du aA Bt 


a ( D da, 2 dQ aN dd, 
he PNR ENS 0 tg TT Ss alta aaie 
22 

da’, da, , AQ aN. da, 
a5 (— 992 NS — à fa da — Gad) a 


: da, " dN d? 7 ° 
Nags his ai) 


du @; du 4 du  dudv) *” 


da’ da, dal da, da, da; 


du dy ton AT 


4 da, da, dS , dQ d'a 
Dre le sara ere Ta) a 


| 


, dQ d'a 
+ (-897 +09} 99 mL 
( day pile ae ope ae ie 
\ du du du *du-—s- dud} 
Orcelaa lieu évidemment; en effet, en multipliant la deuxième des équa- 
tions (21) par M, la troisième par P, et en 2joutant membre à membre, 
on trouve la première des équations (22), ou plutôt ce que devient cette 
équation lorsqu'on y remplace les dérivées premières et secondes des 


eye ' ” ' ” £ pi ap a A 1 à 
quantités a,, @,, @,, ds, d',, @, ds, @,, @, par les valeurs déduites de 
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la définition de ces quantités, et les dérivées a ’ a ’ aD par les va- 
leurs déduites des équations (19); de méme, en multipliant la troi- 
sième des équations (21) par —R, la première par — M, et en ajou- 
tant membre à membre, on trouve une équation équivalente à la 
deuxième des équations (22); enfin, en multipliant la première des 
équations (21) par — P, la deuxième par R, et en ajoutant membre à 
membre, on trouve une équation équivalente à la troisième des équa- 
tions (22). 

Ainsi il existe toujours une infinité de systèmes de valeurs de a, 
a’, a” vérifiant les équations (16) et (17), lorsque M, N, P, Q, R, S sa- 
tisfont aux relations (19); de plus, sia,, @,,a',, a, d,, d,, A, &s, a’, 
représentent trois de ces systemes, pour lesquels le déterminant 


ay a, ay; 
a, U 

Gea pint, 
soit différent de zéro, les valeurs les plus générales des a, a’, a” sont 


A = A A + As A + Os As, 
(23) + a=aa,+ad,+4;4,, 


av=aa'+ dr d', + ds À’, 


Lis Ho, &3 étant des constantes arbitraires. On aurait de même 


b = Bi a; + Bid + B; as, C= id + Y2 a1 + Y3 As, 
(23) { hb =6.a,+ B.a,+ Pa a, (23) {c'—=ya +yd,+ya4,, 
b” =, a, + Ba’; + Bd; =n d + y ds +ysd, 


Bus Bor Bas Vis Yoo Ya étant six nouvelles constantes arbitraires. 
Ces constantes ne sont pas quelconques, car on doit avoir 


a + a+ a"?—1, be + b'c' + bc" =0, 
(24) bt + b?+ 6” =1, (25) { ca+c'a’ +c"a"=0, 
eta? +e 1, | abt a b' + a”b" =o. 


ou 


| faut donc encore en prouver l'existence et montrer comment on 


& 
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les obtient; or, d’après la définition même des quantités a,, a',, a’, a2, 
L "M (J LA Q Li : 
a5, @,,4;,a;, a (16) et (17), les six fonctions 


2 ’ ” 5 
ai+ada?+a\’, ai +a+da;?’, 


Io 


ai + ad, + a, 


r 4 " ” 
A;+4,A,+4,a,, a,a,+a,a, -+a,a\, Ma-+a.d, +a'a’, 


sont constantes. Posons donc 


2 A (2 
Qt ae a = A, - dd Ay a’, + a’, a’ jee B,, 
(4 2 ” 
(26) Ur hu LA dd, + 4,0. == br 
(4 


2 pe == 
@,+a,°+a7=A,, a,a,+a',a, + a’, a’, 


= Das 


les relations (24) et (25) deviendront 


Aya? -+ Aro? + Aya? -+ 2Bi a a, + 2Boa, + 2Bs a, 0 —1, 
(27) A, Bi +A, 63+ A; 6; + 2B, B2 By + 2B, 638, ate 2B; 6, er 
| Ay yi + Ary} + Asy? + 2Bi y + 2Bi ys. + 2B yi 2 =1, 


A, GB: y: + À; B2 y2 + A; Bs y: + B, (8: ys i Bs y:) 
+ B (Bs yi + Br Ys) + Bs (Bi ys + Bry) — 0, 
(28) À, y: a + À: ya 2a) + À, Ÿs Ga + B, (y: Os + Y3 Oy) 
+ Bz (Ysa ae yi a) + B, (y Gr + 20%) = 0, 
A, a, Bi +- Are B: “= A; cs B; + B, (26: + @ 8.) 
+ B: (as Bi Oy 63) + B, (ot B. —+ Ae 6.) = 05 


Ais Xo, Ugo (Bus Bo, Bs. Yi» Yo Ys Sont donc les coordonnées &, n, § des 
extrémités respectives de trois diamètres conjugués de la surface du 
second ordre représentée par l'équation 


(29) A, & + Ain? + A, 0? + 2Bint + 2B, Ce +2B;£n=r. 


D’ailleurs ces coordonnées sont toutes finies, sans quoi la surface 
du second degré aurait une infinité de centres, et le déterminant 


serait nul, ce qui ne peut être; car ce déterminant, d’après une pro- 
Annales de l'École Normale. 2° Série. Tome Ul. 13 
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priété connue, est le carré du'suivant 


di a, a; 
U 4 F 


a, a, 4 
2, iMG; 


lequel n’est pas nul par hypothese. 

Ainsi il existe toujours des valeurs de &,, &2, y 315 Pos Ba» Yas Yor Ys 
vérifiant les relations (24) et (25). On peut méme déterminer une in- 
finité de systèmes de valeurs admissibles de ces constantes; mais il est 
aisé de voir que ces différents systèmes répondent aux différentes 
positions des axes de coordonnées O&, Oy, OF dans l’espace. 

Considérons, en effet, un premier système de valeurs admissibles de 
G15 ny Xs, By, Boy Bas Yi Yor Ya Ct proposons-nous d’en déduire un 
second tout à fait quelconque. J’appelle J, /', 2” les longueurs des dia- 
mètres conjugués de la surface (29) dont les extrémités ont pour coor- 
données respectives les premières valeurs de &,, a, &s, (Bi, Bz, Bas 
Vas Ver Vs. Soient À, p, » les cosinus des angles formés par le diamètre 
de longueur / avec les axes O02, On, OF; \, p., v’ les cosinus des angles 
formés par le diamètre de longueur /' avec les mêmes axes; ”, pu”, v” 
les cosinus des angles formés par le diamètre de longueur /’ avec les 
mêmes axes, en sorte que l’on ait 


GREEN SERA RTE 
LS PRE B=lu, plu", 


Dsl; LR Vi me Vso pi LS 


Pour obtenir un nouveau système de valeurs de a, &, &s, By, Bos Bs; 
Yi> Yoo Ya» il faut chercher les coordonnées &, n, & des extrémités res- 
pectives de trois autres diamètres conjugués de la surface (29). Or, si 
cette surface était rapportée aux trois diamètres conjugués de lon- 
gueur /, /’, 2’, auquel cas son équation serait 

ai | 


4 n° 
(31) Rt ys hia 


les coordonnées des extrémités de trois diamètres conjugués quel- 


er 
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conques auraient pour valeurs respectives 


la, D al AG, 
la’, ial, Ll’ a’, 


Lio’, iain 


(24 


lo’, 


By Py DD 0',0, @", p”, o” satisfaisant aux six relations 


TD? See —+ om = oo’ + p' p"+ o’ a0, 
(32) D2+ pot, (33) D"® + p’p + c/o 0, 
DE DOI : ow +p p'+a a —=0o. 


Donc les coordonnées par rapport aux axes OË, On, OF primitifs, c’est- 
a-dire les nouvelles valeurs de &,, a2, &3, Bi, Bs, Bs, Yis Yor Ys» Sont 


dé, —loi+lpnN+l"co Vus +Bip +yo, 
a, lo + l'p wo u'=oœm + Bip +y0, 


! 


a, —=lw v + l'p v'+l'o W=a0 + Bip +750; 
6 = lo tx EU ON ol Saw + Bip ye", 

(34) B, =lo' pt lp p+ lo’ ph” Sow! + Bip’ +720", 

8, =e’ vt lp y'-+ lo ve =aw' + Bap’ +ys0', 
f elo’ heel’ pW aT" SX = a" + Bip” + yo", 


4 MM OF of el 
Vile 


Le + l’p ple Lf OF ns Oe wy’ ae B.p” ae ÿ2 a”, 
yo ae bse pt lo "Sc we Bip” -b 0". 


En portant ces valeurs à la place de @,, a2, 3, Bi, Bo, Bs, Yur Yoo Yo 
dans les équations (23), on trouve pour a, b,c, a’, b’, c’, a’, b’, c” de 
nouvelles valeurs qui s’expriment en fonction des anciennes de la ma- 
nière suivante : 


a=am+fBip+ye, b=am+fBip +p’, c=aw"+Bip"+y0", 
(35) d,—= 021% + B1p + y Ts Dao ++ B20! Eye a’, C0 +820" + Ya Gus 


d=am+Bp+no, Dan +B ty, cam’ + Bip’ +70", 


en sorte qu’il suffit de substituer aux axes OË, Ou, OF trois nouveaux 

axes OF’, On’, 0%’, faisant avec les premiers des angles dont les cosinus 

soient respectivement 5, p, 0,0, p', 9°, @’, p”, o”, transformation pos- 
13. 
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sible d’après les relations (32) et (33), pour que les premières valeurs 
dea, b,c, a’, b',c', a”, b”, ce’ se changent en a,, b,, ¢,, A EU CES 
a’, b', c,. Done les différents systèmes de valeurs de «,, By, y: %2 Pos 
Yo, Gas Bas Ys conviennent bien à un même trièdre différemment placé 
par rapport aux axes de coordonnées O6, On, OC. | 


4. Nous allons maintenant particulariser le mouvement du trièdre, 
que nous avons laissé jusqu'ici absolument quelconque. 
Reprenons, à cet effet, les équations du sommet 


z=pluv), y=(u,r), 2=7(u,¢), 


et supposons qu’on en déduise, pour l’élément linéaire de la surface 
qu’il parcourt, soit | 


(36) . ds? = E? du’ + G? dv’, 
soit | 
(36) ds’ = E? du? + 2 EG cos2m du dy + G' de’. 


Dans le premier cas, les courbes obtenues en donnant respectivement 
a et au des valeurs constantes se coupent à angle droit, et l’on peut 
astreindre les arêtes AX, AY, AZ du trièdre à coincider respectivement 
avec la tangente à la courbe ¢ = const., avec la tangente à la courbe 
u = const., avec la normale à la surface. Pour qu’il en soit ainsi, il est 
évidemment nécessaire et suffisant que l’on ait 


dx = aË du + « G dv, 
(37) dy = bE du + b'G dv, 
dz = cE du + c’ G dv, 


et qu’en outre les seconds membres soient des différentielles exactes; 
ce qui entraîne, en tenant compte des équations (16) et (17), 


a 


38 IG 


ES + GR=o0. 


Fal 
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Dans le second cas, les courbes obtenues en donnant respectivement 
à # et à u des valeurs constantes se coupent sous un angle 20, et l’on 
peut astreindre les arêtes AX, AY, AZ du trièdre à coincider respecti- 
vement avec les bissectrices de cet angle et avec la normale à la sur- 
face. Pour qu’il en soit ainsi, il est évidemment nécessaire et suffisant 
que l’on ait 
dz = a {E du + Gdv) cosw +- a (Edu — G dv) sinw, 
(39) dy = b(E du + Gdv) cosw + b' (Edu — Gdv) sinw, 
dz = c(E du + Gdv) cosw + c’ (Edu — Gdv)sine, 


et qu’en outre les seconds membres soient des différentielles exactes; 
ce qui entraîne, en tenant compte des équations (16) et (17), 


oe — Fe) me ~ B(N +32) — G (M— ja) =° 
dy du} tango que du 


(sy (JE. dG do _ do\ _ 
qe + qa) neo +E (N+ SE) —G(M—7Z) =o, 


(GR + EQ) sinw — (ES — GP) cosw =o. 


Réciproquement, si les conditions (38) ou (38)' sont remplies, les 
équations (37) ou (37) font voir qu’on obtient sur-le-champ par des 
quadratures les coordonnées des différents points de la surface décrite 
par le sommet du triedre. D’ailleurs, les trois nouvelles constantes in- 
troduites par les quadratures n’influent en rien sur la forme de la sur- 
face; donc, finalement, à un système de valeurs de M,N, P, Q,R, S, E, 
G, w vérifiant les équations (19) et (38), ou (19) et (38)’, correspond 
toujours une surface et une seule. C’est le résultat mis en évidence par 
M. Ossian Bonnet. 

Les équations (19), (38) et (38) constituent les formules de M. Co- 
dazzi. 


Ill. — Formules de M. Serret. 


5. Imaginons qu’un point décrive une courbe quelconque 


DU}, = w(t), 2 {4%}, 


et que a, b,c, a’, b,c’, a”, b’, c’ soient aussi des fonctions connucs 
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de u. Alors les expressions 


a da+b'db+c'de, ada’ +bdb" + cde’, ada’ + b’db' + e’de' 


seront des fonctions connues dew. En les désignant par + M du, — P du, 


— R du, on aura 
a da + b' db + c'dc=+Mdu, 


39) a da” + b db"+ ede”’=—P du, 
a’ da' + b’db'+- c'dc'=—R du, 


et les équations fondamentales du mouvement du triédre deviendront 


da=(Ma'+Pa")du, da’=—(Ra’+Ma)du, da’=—(Pa—Ra')du, 
(40) { db=(Mb’+Pb’)du, db’=—(Rb’+-Mb)du, db’=—(Pb—Rb')du, 
de=(Me'+Pe’)du, de'=—(Re”+Mc)du, dce”=—(Pe—Re’)du. 


Si le sommet du trièdre doit de plus coincider avec le point décri- 
vant la courbe, son mouvement dans l’espace sera complétement déter- 
miné. 

On démontrerait, comme au n° 3, qu’à tout système de valeurs de 
M, P,R correspond un mouvement déterminé du trièdre autour de l’ori- 


gine et un seul. 


6. Pour que les trois arêtes du trièdre soient à chaque instant pa- 
rallèles à la tangente AT, à la normale principale AN, à la binor- 
male AL d’une courbe gauche, il est évidemment nécessaire et suffisant 
d'exprimer que AT fait avec sa position infiniment voisine A’T’ un 
angle égal à l’angle de contingence, que le cosinus de l’angle formé par 
AL avec A’T' est infiniment petit d'ordre supérieur au premier, que AL 
fait avec sa position infiniment voisine A’L’ un angle égal à l’angle de 
torsion. Or la seconde condition s’exprime par l'équation 


a” da + b" db + c”’de=0, 
ou par son équivalente (7) 


ada” + bdb" + cde” = 0, 


La 
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c'est-à-dire que l’on a constamment 
P=. 


Pour exprimer les deux autres, calculons les angles formés par cha- 
cune des arêtes du trièdre avec sa position infiniment voisine, angles 
que nous désignerons par les lettres e, e’, &”. Nous aurons 


cose =(a + Aa )a +(b + Ab)b +{ce + Ac )c, 
(41) cose! = (a+ Aa’) a'+ (b’ + Ab')b' +(e’ + Ac! }c", 
cose’= (a”+ Aa”) a” + (b"+ Ab”) bb’ (c'+ Ac”) c”. 


Si l’on remplace Aa, Ab, Ac, Aa’, Ab’, Ac', Aa”, Ab’, Ac’ par leurs 
valeurs au troisième ordre près, et qu’on tienne compte des équa- 
tions (4) et (6), il viendra | 


ee ——(a d'a +b db +c dic), 
(42) &?—=—(a da +b db + cc), 
Bai De. (a"& a” + b'db" + cc"). 


É | 
Or, des équations (6) différentiées, on tire 
| a da +b db +c dc ——(da« + db: + de), 
(43) adda +b db +c'dc—— (da +db''+ de”), 
| a'Œ a" + bd b"+ c'd'e"—=— (da” + db"+ de"), 
et, en remplaçant, on a 


e — da + db? + de’, 
eg? = da? + db” + de”, 
et” = da”? + db"?+ de”. 


(44) 


Elevons au carré les équations (40), et ajoutons membre à membre 
celles qui composent un même groupe, les équations (44) devien- 


dront 
6 == (M? + P?) du’, 


(45) e? = (R?+M?) du’, 
e”= (P? + RB?) du’. 
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Dans le cas qui nous occupe, on doit poser 


- ds ee! 
P=0, Em i 


ds étant la différentielle de l’are, p le rayon de courbure et r le rayon 
de torsion, ce qui réduit les formules (45) aux suivantes : 


as = M du, 
p 
(46) e? = (R? + M) du’, 
2 = ib 
NOTE 
On en conclut d’abord 
e'? — ds? (- FAX 
(47) | é S 7 7) 


puis, posant 
a=cosa, a =cost, a”=cosi, 
(48) Dax 6086; b*==:c0sy, 6" = cose, 
C= COS y ME COS RCE COSY, 


les formules (40) deviendront 
Bene SE Rte as Cok 
p Pp FE 
(49) { d cosf = À cosn, dcosn = — cosh — cosy, 
| doosy = © cost, dcosé = — “ cosy — “cosy, 


Ce sont les formules de M. Serret. 


dcosA = e cost, 
dcosp.= . cosa, 


ds 
dcosy = = cosé. 


7. Ces formules permettent d’exprimer les différentielles des divers 
ordres des cosinus des trois angles «, &, A, ouf, 4, p, ou y, &, v par des 
fonctions linéaires de ces mêmes cosinus dont les coefficients ne con- 
tiennent que ds, r, p et leurs différentielles. La même observation est 
applicable aux formules plus générales (40). Voici les résultats que 
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l'on tent j jusqu'au sixième ordre, en partant des équations (49) et 
en prenant l’arc pour variable indépendante : 


: d. 4 
cos a = — es COS a+ dsd~ cost — a cosa, 
p p rp 
(50) ( d'cos£ =— dsd- cosa — ds? (= + =) cos E— ds d~ cosa, 
2 À 


ds? I ds? — 
@’cosk = — — cosa + ds d - cost — — cosh; 
ro r re 


dcosa 3 À dE cosa—ds[ À (5 +2) —at| cost 
EL MN? P \p fe 2 


— ds? (2 d= +242) cosa, 
r p p r 
@ cos— = d[® (5+ «)— a+ |eosa—3ds (E454 ta) cosé 
P \P Pp EL OR Fee ans 
+ds|=(4+5)—@2] cosa, 
LOT if 


d@ cosh = — ds? (: eee a=) cosa — ds > = (5+5) -d}] cost 
r p p r r p fo r 


re COS À; 


| dicosa = ds? iS (5 + je — 3 a COS x 
PAPE A pote p PP 


—; COSË 


(51) 


I 
P p 
ad‘ cost = ds ee dE Te ma FO 
LUN fea ARE | 
(52) + de| (+2) as—3(d*) ME (a=) —tyttas| cost: 
pr ae p r eae les 2 


LAIT +2) qe Ed] — dE] cos?, 
p° r r ro p r 


Fe (5425) —3¢2 did = 3 @*| cos. 
rp \pt Fr p 


sas[ (5+ à) ER ee a] at} cos 


| +av[2(5+4)—3(at) fe] cos À; 
aie p° r FE r r 


Annales de l’École Normale. 2° Série. Tome UI. 
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| dcosa = 5 ds" | | (4+ M FRE. Ldr]-adidi- tar] cos 


AP" TRES eee p 
+ ds{ ds] & (5+ 2) —2 (a2) — ana 
: P \P le p p HS DUR 
—3 (at) 2(5 4 fer Fert] + dt cost 
er fry fee. p 


+ds? 


av[*(2+4)a2 42 (542) az 
E p r p p p r r 


—4@ tat — bas at — fai lcos, 
re Tp sfr eee 
dreost =ds| ds'| (54 5)’ Éd) «later 
pe i DAT re ow e 
+2 (at) (P+i)e+9 er] d | cose 
PRE p F pre or 


(53) 


EP LT PEUR ~ dr à | cost 
E P Pp i 
+ds\de[— (542) 48 (a2) alata 
pApy RJ) 2 Ap] bape tae 5 
5 
+ (ar) Soo + (242 )et|—¢ | cos 
d'cosÀ= ds? } ds? [G+ 5) a3 +2 (£+2)a2] 
pete NE RR Re 
— Cid. — hoe ee re ed 
Ce dire a | cose 
+ ds} des | (2 +3) — F(dr)- a: at 
1 . oN. p | Pp r 


AE 18 4 RE I 
* sees adi a »(S+2)d 5 [rat loose 


a 
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(54) d'cosa = ds? (+) + av|5(2+-5) COEEUTE 
MAMIE PRE pe] ire pr 


+5 (a7) +2(2 +E) es +S a2 
Piste pe Bh) pre + 
—10 (es) — bd-d~— d'*beosa 
p TRE 
5 as'| as (+5) (fds + ais bat) —3(at) 
Pr er pl npr p 
I 
Pp r p r r r p 


AT ee, (+ 4 di dre |+d cost 
k Poel Pe la i i p 


+ dsl (24-2) af (dt) +6 G+s)arar+(ar) 
FOND" 0 rp\ ee las ee PATENT 

+2 (245 we) @e+2 (54+) a4] 

r 2) r p p p A r 


NT SUN NN LP et DE =| cosa, 
por pr rapt rso ? 


as] — ds (+ =) (deed i+ hae) +15 (a2), 
sae Pp Pre P/ 4 


P 
+182 (ar) MEE NPA oa 
pete a) 6 p 


+ ds 


(54) d*cost=ds 


2 p p 
+Sakdr+ Pair (24 tae + Ha | —ds- *{ cosa 
DURS M AT TRE ER 
+ as}as| — ds’ ( + x) +3 (2 +5) (as) + Saud peti 
oer Par oe aren renga 
+ (+5) (47) +2 =z) ee (L+ 2) es 
(RNA ise r gt am (ee ies r 
= 18d dE ro (#2) Cars — 18d idee (a: +) 2a cose 
Pa? PSP EP 
[x 14 15 =) 35 
“ds dabeiedel d+ d+ 477d~\+—d*d- 
+ asl al \pra Rite pp Hi r OP} P 
DOC La di 
pp p p | 
14 pl Ts en rt 
tiga leg + Ca d? - Holes LE d- COS}, 
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ds 1 \? ,f 15 1\? 5 2 \ LA 
(54) d'eosà= ds ~(5+5) + ds [= (23) +6(2 + *)as at 


rp ihe 


bys pled gee eal Gos 
Peery tks PL. ih hag = d à “uen 


/ Se 
+ ds | sas [as (5 +5) (= ae +kdi+fds) 


ri] \re p 

—3d2 (a2) 24 id Sate haies 
He abe FAR PS EYE à Pe eR 

MEP Gime (a2) Paes — (3 +=) dr]+a: {cost 

rp pe er al ee à pe r Fr 

dst f1 ï 8 1\ 39 ter 9 1 
ses ee = a = eus 97 ee, eee 0 fa 
+ ds à (5 =) ds | = (a2) aes pope. 


GG 


15421 d2 it (wt) oat COSA. 
Poet r ray 


8. Voici quelques résultats déduits de ces formules, et dont nous 


aurons besoin ultérieurement. 
Cherchons en premier lieu les différences de coordonnées de deux 
points infiniment voisins. De la formule 


= cos 
— = 4 
ds 4 


on déduit, par celle de Taylor, 


ds ds ds 
6x = ds cosa + * d cosa + 6 d cosa + af @ cosa 


ds 
5040 


ds ds 
+ — d‘'cosa+ — di cosa + d° cosa, 
120 720 


en s’arrétant aux termes du septième ordre. Si l’on remplace cos « et 


Ox 


oO 
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ses différentielles par les valeurs du n° 7, il vient 
| 3 5 : 3 2 
cies oe Boy Pls ES dit (a: 
Ger Pprp  Haop’\pt or Sopp Aa p 
5 
+ (Ree + bate bat) 
rép \p? p op rp r 
ae die ee nets (< “) 
7? Pp Ip p © Sofop’ \p? Fr 
. 5 9 a 
sale Ed de He den bia dar 2 (at | 
5o4op{ p ; bb pe G Fea Ba Ome nase tt Oey Pay 
ud (2 di+idi+-tai)di 
1008 \p? p Mu 40 Tom 0 
Celina) vie EE ER ER CP LR 
D A0 Le Cou CEE 
ap Op 024 Lp 7 ne 
ds I = (3 I ae | I ) 
ae (aya ee ng RE Te =p 
FIO <p. G0; ote DE Aa? (phe TRE r 
cm +o [= (s+ zy (aZ)—> ai) 
po p g2olLp \p -” a pp PE | or 
+ — aide —a(2+5) di ar])cose 
i p r p LE 0 Ua 
dl rte Ne ES UT 
D to nt) 
— 5/3 (4°) 34! (az) EO a Ad? 
1008 \ p AN 
GS r RER | T 3 Sarat I I 
+ Cdtdt se tdtd ig (CaS) aie wt 
r r p p r r 2) Tr” Q ro r 
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ds oasis 
Re 
+2 (F (4+3) —3d- bal ted 
120) 70 0\D er p PMO r 
+ [as (fat Re) ptite) 
20 i rp* p p° r rp r 4 
ta: — 6d= de — hie tait] cos. 
r De Nadia 
ds? 


ep [CS ve +6 (2+ +3) ded 
5ogol rp \p ers 
2 5 2 
Beast 
re P ie r Pp r 


Sd stad trode di Se we 
6 BASF Share 


Pour passer de dx à dy, puis à Oz, il suffit de remplacer a, &, À par 


B, n, p, puis par y, 6, v 
Cherchons, en deuxième lieu, la distance rectiligne de deux points A 
et A’ infiniment voisins. On a 


PKA! = 8x? + oy? + 02’, 
et, en remplaçant dw, dy, ds par les valeurs précédentes, il vient 


ds‘ ds‘ ,1 ds® ( I I ) 
Cn neh ae — + — 
120 12H 00 H00P AP tr 

ds‘ 1\? ds‘ = ds® I 
a) Ge 


AA’ = ds? — 


foo“ p 180p p 


Say EES AA PE ee 
93 f< -p  “sberp oo fF 


Extrayons la racine carrée, nous aurons 


ds? | ds We. ds I i ) 
App Xp. 20 ph \S 
ds? Etre de 7 1 ds’ I 
——j|d-) — —a@’-+ ——-d- 
Sop p gbor* p 


55) AA’ = ds — 


roe lees ds.“ 1 ds’ 1 
+ —— (-d-+-d-) — -~@-— Ed =. 
720rp G p p *) 144 p p 3609 p 
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Cherchons, en troisième lieu, l’angle V de la binormale en un 


point A avec la normale principale en un point A’ infiniment voisin. 
Ona 
cos V— cos) cosË’ + cosy cosy’ + cosy cost’, 


et, par la formule de Taylor, 


cos V=cosAcosé + cosp cosy + cosy cos¢-+ cosadcosé + cosp.dcosn 


I 
+ cosy dcosé + eos (cos d?cosé + cosud?cosn + cosy d’cosé) + 


. Remplacons cosa cos§ + cosu cosn + cosy cos par zéro, et les diffé- 
rentielles successives de cos&, cos, cosg par les valeurs du n° 7, nous 
aurons 

ds? / 
(56)  cosV— — _ ad Sia lat “ — 


ECT ee SOFT: 


ds I 6 I 5 ra 
CRN eal ell ak alah hm") coef 
+ oie (ote) died p | 
ds | ds? {1 EV? Oe T\e a 1] 
Rs AU aol null 
Fa 120 gs | r (= +5) : ; (a2) ce r r 


ds Mos he a ere 14 4 PL *) 
al Capa Sd ss 


: Loon et I =) ee 7 “| ek 
— d-d&- —+—)#B-+—d-|-R-;. 
M é elie oer 


Cherchons, en dernier lieu, l’angle W de la normale principale en 
un point A avec la normale principale en un point A’ infiniment voisin. 


Ona 


cos W = cosE cost’+ cosn cosy’ + cost cost’, 
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et, par la formule de Taylor, 


cos W = cos’£ + cos?y + cost + cosé d cos + cosn d cosy 


+ cos¢dcos¢+ — (cost d?cosé + cosn d? cosn+-cost d’cosé)-+... 


Remplacons cos?& + cos? + cos*¢ par l'unité, et les différentielles 
successives de cosé, cosy, cos¢ par les valeurs du n°7, nous aurons 


(57) coswWi- (244) S (tat +cat) 


i Lg Ge ree ped Genie ay yeh sii 
+ Se (sr) i(idi+ier) s(d:) 3(a2) | 


+S | 2as'(4 aa *) (: PL ~ a=) 
24 EF ce À he Sd Minas 7 


av|—ae(444)'+ (2+) 
Fone a 
d 


+Hatai+ (+) ( 


IV. — Formules de M. Laguerre. 


9. Considérons une courbe tracée sur une surface quelconque, et 
soient, comme au n° 6, «, 6, y, & n, &, À, p., v les angles que font avec 
les axes les arêtes du trièdre lié à la courbe; soient de même, comme 
au n° 4, a, b, c, a, b’, c', a”, b”, c”, les cosinus des angles que font 
avec les axes les arêtes du trièdre lié à la surface. La position relative 


yor Ë 
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des deux trièdres sera déterminée par Vanglez de là droite AT avec la 
droite AX et par l’angle @ de la droite AN avec la droite AZ; de sorte 
que, en appliquant les formules d’Euler, on aura 


a cosa+b CosB + c« cosy=cosi, 

a" cosa + db’ cosB + c' cosy =sini, 

a’ cosa + b” cosB+ c’cosy—0; 

a cos§é+b cosn +e cos¢=sinosint, 
(58 ) a’ cosé + 6’ cosy +c! cos$ =—sinw cosi, 

a” cosé +-b” cosy +c” cos =cosa; 

a cosk+ 6b cosu + c cosy =— cosa sini, 

a cosA-+ b' cosy + c’ cosy = cos cost, 

a’ cosh + 6” cosp. + c” cosy = sina. 


Différentions ces neuf équations, remplaçons da, db, de, da’, db’, dc’, 
da”, db’, dc” par leurs valeurs (14), dcosa, dcosfi, deosy, dcosé, 
dcosn, deosé, dcosi, dcos p, dcosy par leurs valeurs (49), enfin te- 


nons compte des équations (58); les neuf équations provenant de la 
différentiation se réduiront à trois distinctes : 


ds — SL (Pau + Sdv)sini+(R du + Q dv) cosi, 
(59) À cose — (Pdu +Sdv)cosi — (Rdu + Q dv )sini, 
(CEE : 
ay sinw = di+ Mdu+N dv. 


Ce sont les formules de M. Laguerre. Quant à l'angle z, il est lié à wet 
à v par les formules 


(60) dscosi=Edu, dssini=Gd, 
si les coordonnées sont rectangulaires; par les formules 
(60 )’ ds cosi = (Edu +.Gdv)coso, dssini=(Edu—Gdv) sino, 


siles coordonnées sont obliques. 


Annales de L'École Normale. 2® Série, Tome Lil. 15 


Bie =. EXPOSITION ANALYTIQUE 
Des formules (38) et (60), (38) et (Go)’, on déduit les suivantes : 


on re 
a = Saint, 
E R 
(61) G ~~ ay’ 
dd 247081 ? Seosr 
dv  Esinc Rsini | 
sing Gdo  —Sdv. 
cosi® "Edu : Radu’ 
5 — ds sin (+?) 
E sin2w 
__ dssin(«—1) 
oe oe Gsin2o ? 
.E _ Pecos» +Rsinw 
G ~ Scosw—Qsinw’ 
(61) 


du Gsin(o+i) _ Scoso— Qsinw sin(o + 7) 
“dv — Esin(o—i)  Pcoso+Rsino sin(w—i) 
sint  Edu— Gdv sin» 
cost Edu + Gdv cosw 

| __ (Pcosw +R sinw) du — (Scosw — Qsinw} de sine 
| ~ (Pcoso +Rsino) du + (S cosw— Qsinw)dv cos? 


? 


qui nous serviront pour des transformations ultérieures. 


SECTION II. 


ETUDE D'UNE SURFACE AUTOUR D'UN DE SES POINTS. 
I. — Théorème d’ Euler. 


“10. Considérons une série de courbes issues d’un point A d’une sur- 
face et dont les plans osculateur scontiennent la normale en A; leurs 
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rayons de courbure seront liés à leurs directions par la deuxième des 
équations (59), où coss est remplacé par l’unité : 


(62) 


DIS 


= (P du + Sdv) cosi— (Rdu + Q dv) sini. 


aS 


Eliminons du et dv à l’aide des équations (61) et (61), et divisons 
par ds; nous aurons 


2 E : 

63) - = GP cos’i + (ES — GR) sini cosi — EQ sin’1, 
et 
(63) ene = (ES + GP)sinw cos?i 


— [(ES — GP) cosw + (GR+ EQ) ad sini cos 
— (GR — EQ)coswsin’i. 


Or on sait, par l’algebre élémentaire, que le second membre de ces 
équations est susceptible d’un maximum et d’un minimum pour les 
deux valeurs de l’angle z données par la formule 


ES— GR 
(64) Bree Epa to’ 
et par la suivante 


(ES — GP ) cosw +(GR-+ EQ) sinw ] 
(ES + GP) sino + (GR— EQ) cos 


(64) tang2 «a — — 


Soient p, et p, les valeurs de p déduites de l'équation (63) ou de 
l'équation (63), lorsqu’on y remplace z par les valeurs de @ tirées de 
l'équation (64) ou de l’équation (64); ona 


EG _ Gp costa + (ES—GR) sin« cosa— EQ sin’, 
(65) Fe 
= GP sin?« — (ES — GR) sine cosa — EQ cos’x 
set 
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et 
EG Sins — (ES + GP )sino cos?a 
: —[(ES— GP) cos» + (GR + EQ) sinw| sin «cosa 
— (GR— EQ) cosw sin’a, 
(65) 
EG sin2 _ (pg + GP) sinw sinta 
€ + [(ES — GP) cosw + (GR -+- EQ) sinw|sinacos« 
— (GR— EQ) cosw cos’a. 
Posons 
(66) i=a+é 


dans les équations (63) et (63)’; multiplions respectivement par cos*0 
et par sin?@ la première et la seconde des équations (65) et (65)’, et 
ajoutons-les membre à membre avec les équations (63) et (63)'; nous 
aurons, en tenant compte des relations (64) et (64), 
1 cos? sin’8 
+ . 


6 RTE 
(07) 5 = a 


C’est la formule d'Euler. On donne le nom de sections principales à 
celles qui correspondent aux rayons de courbure p, et p,, et dont les 
directions sont données par l’une des formules (64) ou (64). 


Il. — Théorème de Gauss. 


11. Il reste à calculer les rayons de courbure principaux p, et py. A 
cet effet, éliminons « entre les équations (64), (64) et les équa- 
tions (63), (63), où l’on remplace préalablement ¢ par @; les valeurs 
cherchées seront fournies par l’équation du second degré 


1 _GP—EQ 1 | 


RS—PQ | 
p° EG p EG 


— O, 


(68) 


ou par la suivante 


_ (ES + GP) sino — (GR — EQ) cos I RS—PQ _ 


I 
(68 ) "= DENTS ORNE EE eee 
ge” EG sin2 p  EGsin2o a 


Car à 
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On en tire 

RS— PQ I RS— PO 
6 Ea PRET EN PS LTÉE de h 4 
(69) Pi Pa EG: jit (69) ip.  «EGsin2a0’ 


et, en remplaçant RS — PQ par sa valeur tirée de la première des équa- 
tions (19), 


dM dN dM dN 
ie ae ae ee eu. oes 
(Go) FRS TER (7°) pif  EGsino 


Mais les formules (38) et (38) donnent 


ge aoe ip Oe oes (aE dG 
errr Yay rd Genes de 0%) 
(71) (71) 
me eee N = 22 _ I dG dE\ | 
ME td MTS da dhsinan du coe? ap | 
on a donc, en définitive, 
EG _ d 1 dE d 1 dG 
(72) a ae ~ du \E du}? 
ou 
1e EGsin2o _ d do | I (D — cos2 dG 
(72) Pipe = ~ del du Gsin2 \ dv Du 


aS a PS ee COS 2 oe : 
~ dul d ‘ Esin2o \du oT) 
Il en résulte que l’expression as ne dépend que de E, Get w, et 


conserve sa valeur dans les déformations de la surface qui n’altèrent pas 
ces trois fonctions. C’est le théoreme de Gauss,.qui a désigné cette 
expression sous le nom de courbure sphérique de la surface. 


li]. — Théorème de Meusnier. 


12. Les rayons de courbure de toutes les sections normales d’une 
surface en un point étant connus, proposons-nous de trouver les ste 
de courbure des sections obliques. 

Le plan osculateur de la courbe considérée coupant le plan tangent 
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à la surface en A suivant une droite AT, si l’on désigne par # l’angle 
que fait AT avec la droite AX, par a l'angle de la normale principale 
- de la courbe avec la normale à la surface, par p’ le rayon de courbure 
cherché, la deuxième des équations (59), traitée comme au n° 10, 
donne, par comparaison avec les équations (63) et (63)’, 

1 COS 


3 = — ou p’=pcosa. 
(73) | pra ET 


Le rayon de courbure de la section oblique est la projection, sur le plan de 
cette section, du rayon de courbure de la section normale tangente à la 
section oblique. 

Ce théorème, dû à Meusnier, complète l’étude de la courbure au voi- 
sinage d’un point. 


IV. — Torsion géodésique. 


13. Occupons-nous maintenant de la distribution des normales. A 
-cet effet, et pour profiter des formules du n° 7, considérons, à partir 
d’un point, les courbes dont les normales principales coincident avec 
celles de la surface. Ces courbes, qu’on appelle géodésiques, ayant en 
tous leurs points leur plan osculateur normal à la surface, satisfont à 
l'équation différentielle 


(74) di + M du + N dv — 0, 


obtenue en faisant sina = o dans la troisième des formules (59). Cette 
équation montre qu'on peut se donner arbitrairement du et de, ou 
tangz, et qu’alors di est déterminé. On en conclut que, par un point, 
passent une infinité de géodésiques, dont chacune est déterminée par 
sa tangente en ce point. 


14. Proposons-nous de trouver l’angle formé par la normale à la 
surface en un point (uw + du, v + de) avec le plan normal à la surface 
au point (w, ¢), dont la direction est déterminée par le rapport de du à 
dy. Pour eela, faisons passer une géodésique par les points (wu, ¢), 
(u + du, » + de); elle sera, d’après ce qui précède, tangente au plan 
normal en (u, v), et l’angle cherché sera le complément de celui dési- 
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gné par V au n°8, et dont la formule (56) donne le développement. 
En le désignant par #, et en se limitant aux termes du premier ordre, 
on aura donc 


(75). re 


id 


D'autre part, la première des formules (59) donne, en y faisant 
ds = 0, | 


: | 
(76) — = (Pdu + Sd) sini + (R du -- Q de) cosi, 
d’où 

(77) | t =(Pdu + Sdv) sini + (Rdu + Qdv)cosi. 


Remplaçons du et dy par leurs valeurs (61) et (61), il viendra 


d . els 
(78) (=F LES sin’ + (GP + EQ) sini cosi + GR cos’i], 


ds 


(78) {Riana — (ES — GP) cosw sin? 


+ [(ES + GP) sin w + (GR — EQ)cosw|sinicosi 
+ (GR + EQ) sine cos’i!; 


ou, en vertu des formules (38) et (38), (64) et (64), 


/ R d j 
(79) ne ed A 
(GR + EQ)sino . : : 
’ _ _. Ae (UR BY) SIN® $565 
Go > FE EGsin2osinoæ  ” (EEE 


Or, en retranchant membre à membre les formules (65) et (65), et 
en tenant compte également des formules (38) et (38), (64) et (64), 
ona 


_ I Pit 2R 
roe) E (~ — =| = "Fins 
; ore I 1\ 2(GR+EQ)sine 
(80) EG sin2 © (22) = CA à 7 eee 
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done, par comparaison avec les formules (79) et (79), 
(81) =S(2-=) ee (aese): 
2 \Pt Do 
Cette formule et l’introduction, dans la théorie des surfaces, du rap- 


port +.» appelé torsion géodésique par M. Ossian Bonnet, sont dus à 


M. Bertrand. 

On voit que la torsion géodésique est nulle suivant les sections prin- 
cipales, et qu’elle a même valeur, au signe près, pour deux directions 
rectangulaires. ji 


15. Au lieu de faire passer une géodésique par les points (w, ¢), 
(u + du, + de), faisons passer une courbe quelconque tangente au 
plan normal en (u,¢). La première des formules (59), appliquée à 
cette courbe, donnera, par comparaison avec l'équation (77), cette 


nouvelle expression de la torsion géodésique 
ds 
(82) t= do — te 


due à M. Ossian Bonnet, et qui a d’importantes conséquences. 


V. — Angle de deux normales infiniment voisines. 


16. Proposons-nous de trouver l’angle formé par les normales en 
deux points infiniment voisins (uw, 6), (u + du,» + de). Si l’on fait 
passer une géodésique par ces deux points, cet angle ne différera pas 
de celui désigné par W au n° 8, et dont la formule (57) donne le 
développement. En le désignant par n, et en se limitant aux termes du 
premier ordre, on aura done 


nds (+ + 2)? 
ds LP 9° . ds 
ou, en remplagant — par sa valeur tirée de l'équation (81) et — par sa 
P 
valeur tirée de l'équation (67), 


2 2 


Pi P2 


(83) ait [ 


cos?(¢ — a) =e sin? (i — | 


Pl 
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On peut remarquer que les deux premières formules (59) donnent, 
pour la géodésique considérée, 


—~& = (Pdu +5 )sinz + (Rdu + Q dv)cosi, 


. = (Pdu + Sdv)cosi —(Rdu + Qdv)sinr, 


d’où, en élevant au carré et ajoutant, 
(84)  n=(Pdu +Sde} + (Rdu + Q dv). 


Éliminons du et de à l’aide des relations (60) et (60)’, il viendra 


E? EG G 


2 2 2 2 
r= ae = ES sin?(@ + 1) + RO sin (os + 7) sin (@ —7) + : Ge sinto—i)] f 


(85) nds (= ak cos?i + 2 PESCRO sinicosi + 7 0° sini), 


(85)’ 


Enfin, si l’on fait passer par les deux points (u, ), (u+ du, » + dv) 
une courbe quelconque, les équations (59), appliquées à cette courbe, 
donneront, par comparaison avec l’équation (84), cette nouvelle ex- 
pression 


(86) == (a —<)+ ne, 
x p 


due à M. Ossian Bonnet. 


VI. — Courbure géodésique. 


17. Une ligne quelconque étant tracée sur une surface, si l’on projette 
la courbure de la ligne sur le plan tangent à la surface en un point A 


à 3 a ¢ sinew : < 
de cette ligne, on obtient une dernière expression FAR relative à la 


forme qu’affecte une surface autour d’un de ses points, et dont M. Ossian 
Bonnet a, le premier, signalé toute l'importance. Cette expression, nulle 
en tous les points d’une géodésique, a été désignée par M. Liouville 
sous le nom de courbure géodésique; nous allons en calculer l’expres- 
sion dans le cas d’une courbe quelconque. 
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De la troisième des formules (59) 
Ash | 
(87) | = Shih in 


on déduit, en remplacant M et N par leurs valeurs (71) et(71)’, duet 
dy par leurs valeurs (60) et (60)’, 


dE. dG 
sino di ‘dy du 
(88) ee =n, + EG COS i — EG sini, 
sino di _ [do i dE dG\ | sin(@+ i) 
x p =-5,-|e+ wane (eR mr 184 az) | Esin2o 
r dG dE\] sin(# — 7) 
+ [3+ Esin2o \du  “°°?° dy) | Gsin2o 


Il en résulte que l'expression — = ne dépend que de E, G et w, et 


conserve sa valeur dans les déformations de la surface quin’alterent pas 
ces trois fonctions. En particulier, si l’on circonscrit à la surface une 
développable le long de la courbe considérée, sa courbure géodésique 
sera égale à la courbure de sa transformée par développement. 

A l’aide des deux premières formules (61) et (61)’, les expressions 
(88) et (88) prennent la forme remarquable suivante, due à M. Ossian 
Bonnet, 


sino d.Ecosi d.Gsini 
(89) ET PRE MP PP 


(89)' EG sinnn DE d.G cos(w + i) ER Chr à 
p 


du dv 
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SECTION III. 


LIGNES TRACÉES SUR UNE SURFACE. 


I. — lignes de courbure. 


18. On nomme ligne de courbure d’une surface une ligne située 
sur cette surface et tangente en chacun de ses points à l’une des sec- 
tions principales. Comme il passe, en chaque point de la surface, deux 
sections principales perpendiculaires l’une à l’autre, il passe aussi, en 
chaque point, deux lignes de courbure tangentes à ces sections et rec- 
tangulaires. Les lignes de courbure d’une iit forment donc deux 
systèmes orthogonaux dont chacun recouvre entièrement la surface. 


19. Il résulte de la que les équations (64) et (64) sont, en y rem- 
plaçant « par z, celles des lignes de courbure : 


(go Pye Pat 
99) 821 GP EQ’ 

; Ps Ai Pao (ES — GP) cos + (GR + EQ) sinw 
(9°) ang 27 =~ CES + GP) sino + (GR —EQ) cosa 


En développant, et en tenant compte de la quatrième des équations 
(61) et (67), elles prennent la forme 


(91) (P du + Sdv) sini + (Rdu + Q dv) cost —0. 


Par comparaison avec la première des équations (59), on en con- 
clut 
ds 


da — — =0, 
r 


et, réciproquement, on conclut de cette dernière l’équation (91). On 
peut donc énoncer le théorème suivant, dû à Lancret : 


Tangle de torsion d'une ligne de courbure d’une surface est la difje- 
rentielle de l'angle que fait avec la surface le plan osculateur de la ligne 


de courbure. 
16. 
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Et réciproquement : 
Une ligne tracée sur une surface est une ligne de courbure de la surface, 


si l'angle de torsion est la différentielle de l'angle que fait avec la sur- 
face le plan osculateur de la ligne. 


, d. . 
Sil’on suppose que la courbe soit plane, on a - =o, et, par suite, 


@=const. D’où cette conséquence du théorème de Lancret, dont 
Joachimsthal a donné une démonstration directe : 


Si une ligne de courbure d'une surface est plane, le plan de cette ligne 
de courbure coupe partout la surface sous le méme angle. 


Et réciproquement : 


Si un plan coupe une surface partout sous le même angle, l’intersection 
est une ligne de courbure de la surface. 


Le théorème de Lancret exprime, en définitive, que la torsion géo- 
désique d’une ligne de courbure est nulle en tous ses points, et que, réci- 
proquement, toute ligne dont la torsion géodésique est nulle en tous ses 
points est une ligne de courbure. Les formules (78) et (78) fournis- 
sent donc ces deux nouvelles équations des lignes de courbure 


(92) ES sin?z + (GP + EQ )sinz cos i + GR cos’: — 0, 


(92)" (ES — GP) cosw sin? — [(ES + GP) sin w + (GR — EQ) cos] sini cosi 
— (GR + EQ)sino cos?i =o, 


qu’on peut d’ailleurs déduire de l'équation (91), en en éliminant du 
et dy. 


I]. — Lignes asymptotiques. 


20. On nomme ligne asymptotique d'une surface une ligne située 
sur cette surface et tangente en chacun de ses points à l’une des sec- 
tions normales dont le rayon de courbure est infini. Comme il passe, 
en chaque point de la surface, deux sections normales dont le rayon de 
courbure est infini, il passe aussi, en chaque point, deux lignes asym- 
ptotiques tangentes à ces sections. Les lignes asymptotiques d'une sur- 
face forment donc deux systèmes dont chacun recouvre entièrement la 
surface. 


ad 
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21. Il résulte de la que les équations (63) et (63)' sont, en y faisant p 
égal à l’infini, celles des lignes asymptotiques : 
(93) GP cos’i + (ES — GR) sini cosi— EQ sin?i= 0, 
(93)’ (ES+ GP) sin» cos?i — [(ES— GP) cosw + (GR + EQ)sinw|sinicosi 
— (GR— EQ) cosw sin’: — o. 


En tenant compte de la quatrième des équations (61) et (6r)', elles 
prennent la forme 


(94) (P du + Sdv)cosi — (Rdu + Q dv)sini=o. 
Par comparaison avec la seconde des équations (59), on en conclut 
COS — oO, 


et, réciproquement, on conclut de cette dernière l’équation (94). Par 
conséquent : 


Toute ligne asymptotique d’une surface a, en chacun de ses points, son 
' plan osculateur tangent à la surface. 


Et réciproquement : 


Toute ligne tracée sur une surface, dont le plan osculateur est, en 
chacun de ses points, tangent à la surface, en est une ligne asympto- 
lique. 

Les équations (90) et (go)’ rapprochées des équations (93) et (93)’ 
montrent que les angles, formés en un point par deux lignes asympto- 
tiques, sont bisseciés par les deux lignes de courbure qui se croisent en ce 
point. 


Les lignes asymptotiques seront réelles, si l’on a 


RS — PQ RS — PQ 
RÉ emo 


c’est-à-dire, en se reportant aux équations (68) et (68 )', si les rayons 
de courbure principaux sont de signes contraires au point considéré. 
Elles seront imaginaires, si ces rayons de courbure sont de même 
signe. . 

Toute surface ou portion de surface pour laquelle les lignes asym- 
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ptotiques sont imaginaires, est dite convexe ; elle est dite à courbures 
opposées, lorsque les lignes asymptotiques sont réelles. 


29, Considérons sur une surface une courbe dont le plan osculateur 
en un de ses points A contienne la tangente à l’une des asymptotiques 
qui passent par ce point. La deuxième des équations (59), appliquée à 


cette courbe, donnera 
cos 


——— = O0, 


p 


et, réciproquement, si cette équation est satisfaite en un des points de 
la courbe, c’est que le plan osculateur en ce point contient la tangente 
à l’une des asymptotiques qui y passent. On en conclut que: 


Toute ligne ‘dont le plan osculateur en un point A contient la tan- 
gente à l’une des asymptotiques qui passent par ce point, sans être tan- 
gent à la surface, a en ce point A un rayon de courbure infint. 

Toute ligne tracée sur une surface, et qui a, en un de ses points A, un 
rayon de courbure infini, est tangente en ce point à l’une des asympto- 
tiques qui y passent. 

Toute ligne, dont le plan osculateur en un point A est tangent à la sur- 
face en ce point, est elle-même tangente en ce point à l’une des asympto- 
liques qui y passent. 

En particulier, une courbe tracée sur une surface ou portion de sur- 
face convexe ne peut avoir aucun de ses plans osculateurs tangent à la 
surface. 

Toute ligne dont le plan osculateur en un point A contient la tangente 
à l’une des asymptotiques qui passent par ce point, sans avoir en ce point 
son rayon de courbure infini, a son plan osculateur tangent en A à la 
surface. 


Ill. — Lignes géodesiques. 


23. Nous avons donné, au n° 13, la définition et l’équation différen- 
tielle des lignes géodésiques, et nous avons fait voir que par un point 
passent une infinité de géodésiques, dont chacune est déterminée par 
sa tangente en ce point. Au n° 47, nous avons remarqué que la cour- 
bure géodésique d’une géodésique était nulle. Nous allons démontrer 
maintenant une importante propriété de ces lignes. 


SN 
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De l'équation différentielle 
di + Mdu + Ndv =o 
on déduit, à l’aide des formules (71), 


. dE dG Gdv 
Gdi — qo + A M 


ou, en introduisant tangr, 


“ 


Gcosi di — cosidu + eS sini du — 0, 


du 
: ou encore 
pee ay 2 
Ok ea dv 
G cosi di + sini— du = 
du ds 


Ajoutons sini dy aux deux membres, il vient 
dE dG 


ee i eee ce ae 
cosi di + sini das LE Eg == as +. | 
c’est-à-dire 
Bye ae aa 
5 dy dv 
Petite ee ee ee 
ds 
ou 
gee 1 dae. 
jade a le oni 
asa ds 


Or, si l’on considère une courbe quelconque tracée sur la surface, ce 
qui rend ¢ fonction dew, on a, pour la longueur de cette courbe com- 
prise entre deux points w, et ws, 


LE eek Enel ee Le, 
=a VE du? + G? dv’, 
LM 
et, si l’on fait varier la courbe, 


; = f° 0( Edu? + G'de?) 
2ds 
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Effectuant la variation, il vient 


dE" NT Fab | 
i "(ET du +O Gar) a ne. 
Cs P TETE OS Es as ; 


d’où, en intégrant le second terme par parties et négligeant ce qui se 
rapporte aux limites, puisqu'elles sont fixes, 


“(BS dE du? + a Cd) 
ET 
ÔS — a D ne — [« 
u $ 


1 


Il en résulte que, pour une géodésique, la variation dS est nulle, 
en se bornant aux termes du premier ordre; donc 


La ligne la plus courte que l’on puisse tracer sur une surface entre 
deux points donnes est une géodésique. 


2%. Les formules (89), (89), auxquelles nous sommes arrivé au. 
n° 17, nous donnent ces deux nouvelles équations des lignes géodé- 
siques 


d.E cost d.Gcosi 
- a 
(95) dv au 
d.Ecos(o — 1) d.Gcos(w + 7) 
5)’ Se = 
(95) dv du 


Elles prouvent que, si, par un moyen quelconque, on a obtenu une 
intégrale première de ces équations du second ordre, on peut, par de 
simples quadratures, arriver à l'équation en termes finis. 


bed , os . 
En effet, l'intégrale première est une fonction de w, ¢, = et d’une 


constante arbitraire «, ou, ce qui revient au même, de u, 9, à et d’une 
constante arbitraire & 


F(u, v, Iso 


DE LA THÉORIE DES SURFACES. 129 


Tirons : de cette équation et portons sa valeur dans l’une ou l’autre 
des équations (95), (95); cette équation sera identiquement satisfaite, 
quel que soit &. Donc la dérivée par rapport à & du résultat de cette 
substitution devra être égale à zéro, et l’on aura, en intervertissant 
l’ordre des différentiations, 


d : at d : SU 
7 | Esin(o — 1) 55 | = ln +7 |> 
quel que soit «; ce qui prouve que l’expression 


Esin(o — 1) i du — Gsin(o + ee dy 


est une différentielle exacte. Mais l’équation F (wu, v, 7, «) = o obtenue, 
que reste-t-il à faire? Il faut intégrer l’équation qui fait connaître z en 


de ae 
u 


ae ee ou Esin(o — 7) du — Gsin(m +1)dv=o, 
et éliminer z entre le résultat de cette intégration et l’équation 
Bae V2; &) 0. 
Or, d’après ce qui précède, le facteur intégrant du premier membre 


est dé, et il est connu : la question est donc bien ramenée aux quadra- 
- ax 


tures. 
C’est M. Ossian Bonnet qui a démontré qu’on pouvait ainsi rattacher 
ce résultat à la célèbre théorie du dernier multiplicateur de Jacobi. 
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SECTION IV. 
" SURFACES GAUCHES LIEUX DE NORMALES. 


I. — Élément d’arc. 


25. Les surfaces gauches formées par les normales à une surface le 
long d’une ligne tracée sur cette surface jouent un rôle important dans 
l'étude qui nous occupe. Pour abréger, nous les appellerons norma- 
lies, du nom proposé par M. Mannheim dans son Étude sur le déplace- 
ment d’une figure. | 

Considérons une courbe tracée sur une surface, et soient x, y, z 
les coordonnées rectangulaires d’un point A de la courbe, J, m, n les 
angles de la normale en A à la surface avec les axes; les équations de 
cette normale sont 

X—x Y—y Z— aig 
cost cosme COS 


2 


L désignant la distance qui sépare le point (x, y, z) du point (X,Y, Z). 
Soient, comme précédemment (6), a, 6, y les angles de la tangente 
en À à la courbe avec les axes, &, 4, ¢ ceux de la normale principale, 
À, p, v ceux de la binormale; on a (9) 

cosa cosl + cosB cosm + cosy cosn =o, 
(96) { cos cosl + cosy cosm + cost cosn = cosa, 


cos À cosl + cosu cosm + cosy cosn = sina. 


Des équations de la normale, on tire 


X=x2+Lcosl, Y=y+Lcosm, Z=z-+ Leosn, 


et, en différentiant, 


dX = dx + cos! dL+Ldcosl, 
dY = dy + cosm dL +- L d cosm, 


dZ = dz + cosn dL-+ Ldcosn. 


er 
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Elevons ces équations au carré, et ajoutons-les membre à membre, 
nous aurons 
do? = ds? + dL? + L?[(dcosl)?+(d cosm)?-+ (dcosn)?| 
+ 2dL (dx cos! + dy cosm + dzcosn) 


+2 L(dx dcosl+ dy dcosm + dz dcosn) 
+2 LdL (cosld cosl+ cosm d cosm + cosndcosn), 


do? étant l’élément d’arc de la normalie et ds? celui de sa courbe direc- 
trice. 
De l’équation 
cos’! + cos?m + cos?n =1, 


on tire 
cosldcosl+cosmdcosm-+ cosn d cosn = 0. 


En remplaçant dx, dy et dz par ds cosa, ds cos et dscosy, ona 


dx d cos! + dy dcosm + dzdcosn 
= ds (cos « d'cosl + cos8 dcosm + cosy dcosn), 


dx cos ! + dy cosm + dz cosn= ds(cosa cos! + cos cos m + cosy cosn). 
La première des équations (96) donne donc 
dx cosl + dy cosm + dzcosn =o, 
et différentiée 


cosa dcosl + cosB dcosm-- cosy dcosn 
— — (cosldcos«-+cosmdcos® + cosnd cosy), 


ou, en remplaçant d cosa, dcosf, dcosy par leurs valeurs (49), 


cosad cos! +cos68dcosm-+ cosy dcosn 


ds ds 
=— —(cosË cos l + cosy cosm “+ cost cosn) = — a cosw. 
p 


Pour calculer le coefficient du terme en L?, différentions les équa- 
17. 


132 EXPOSITION ANALYTIQUE 


tions (96) en tenant compte des formules (49), nous aurons 
ds 
cosa d cosl+ cosf d cos m + cosy d cosn =— + cosw, 
: as. 
(96 bis) | cos£ d cosl + cosnd cosm + cos¢dcosn = — sinw do + 7 sinw, 


ds 
cosa d cos! + cosp.d cosm + cosy d cosn = cosa dw — = cos. 


\ 


Élevons au carré et ajoutons membre à membre, il viendra 
ds? ds\? 
(d cosl} + (dcosmy + (dcosn)?= ci cOs?@ + (as — F5 à 
Nous aurons donc finalement 
dese] (pS) (Sek Je 
(97) pies oii p dsr : 


A l’aide des deux premières formules (59) et des formules (60) et 


ee cosa .do 1 Wee . 
(60)’, on peut éliminer oe et erieni de manière à avoir do? en fonc- 


tion de l’anglez seul et des paramètres de la surface; c’est un calcul 
que nous effectuerons dans chaque cas particulier. On peut néanmoins 
observer déjà que le coefficient de dL? est l’unité, et que celui de ds? 
est une fonction algébrique entière du second degré en L. De plus, les 
coordonnées à la surface sont rectangulaires et les paramètres w et ¢ 
sont la longueur de la normale et celle de la courbe directrice. 


Il. — Point central. 


26. On appelle point central d’une normale le pied, sur cette nor- 
male, de sa plus courte distance à la normale infiniment voisine. Pour 
obtenir ce point, il suffit donc de faire, dans la formule (97), dL = 0, 
et de chercher le minimum du polynôme du second degré 


(7 re + ("| aes cos, 
1S ! p Pp 
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On sait, par l'algèbre élémentaire, que ce minimum a lieu pour 


COST 
8 RSA MERE 
(92). Lo ada 1 cs cosm@ \?’ 
(ae = ah es) 
telle est la formule qui donne la distance du point central au point cor- 
respondant de la surface. 


Ill. — Formule de M. Chasles. 


27. Proposons-nous de trouver l’angle de deux normales infiniment 
voisines en deux points d’une même génératrice. A cet effet, faisons 
«=o dans la formule (85), il viendra 


do = dLi(P?+ R)), 


puisque E est égal à l’unité. Nous exprimerons que les courbes 
» = const. se réduisent à des droites en écrivant que leur rayon de 
courbure est infini, ce qui, d’après l’équation (63), donne en tous les 
points de la surface 


P=o. 
On aura done, en définitive, 
dé? = R? dL’. 
Les formules (38) donnent 
dG S 
M = 0, N= oie R=— G’ 
et la premiere des formules ( 19) 
dN 
RS — aL. à 
On en tire, en éliminant N ets, 
CG. 
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Mais ‘ 
COST Fy aq 1 2 
EE du lark 
d’où 
da ay 
A Pts + ae r; ; é 
G dL? | LE ni) 1 (z- x) | 
p as UE 
et, par suite, 
ni 
FT — ud r 
(L osu 


7 is an Ye cosa \? 
be ¥ 
tang(0 — const.)}= ~——_,— 


Si l’on prend pour normale origine la normale au point central, la 


constante est égale à zéro (98), de sorte qu’en comptant également 
les L à partir du point central la formule précédente devient 


(99) 


La propriété qu’elle cxprime a été énoncée pour la première fois par 
M. Chasles. 


Si l’on prend pour normale origine la normale située dans le plan 


tangent à la surface, on a 6 =o pour L == 0, et la formule s'écrit 


(100) 


Elle nous sera particulièrement utile sous cette forme. 
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IV. — Plan central. 


28. On appelle plan central le plan tangent à la normalie au point 
central. La formule précédente va nous permettre de trouver l’angle 
que fait avec la direction de la directrice la trace du plan central sur le 
plan tangent à la surface au point correspondant. Il suffit pour cela d’y 
remplacer L par la valeur L, (98); on trouve 


STE 
gant: Get 
(tor) tango = 7 = 
ds I 
V. — Paramètre de distribution. 


29. L’inverse du coefficient de L dans la formule (99) porte le 
nom de paramètre de distribution ; nous le désignerons par la lettre #. 
Pour en avoir une interprétation géométrique, cherchons la plus courte 
distance de la normale donnée à la normale infiniment voisine; ilsuffit, 
pour cela, de remplacer dans la formule (97), dL par zéro et L par L, 
(98), on a 


2 


ak ds 1 ies eng 
de ir eae 
D’autre part, l’angle de deux normales infiniment voisines a pour 
valeur (86) 
(7 a (=) "| 4 
v=] (5-— =) + as’. 
seat? à p 


On en conclut que 


(102) k= 


est la limite du rapport de do an. 
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VI. — Courbure sphérique. 


30. La courbure sphérique en un point d’une génératrice s'obtient 
immédiatement à l’aide de la formule (70), qui donne 


wee ye est 
pied! Oo Gna L’ 
omy) I 1 d'G 
pips 7? Ode 


(103) à = ep Gan 


(ey 
p dir 


On peut en conclure que la courbure de la surface varie le long d’une 
génératrice rectiligne dans le rapport inverse du carré de la perpendicu- 
laire menée à cette génératrice et terminée à la génératrice infiniment voi- 
sine, résultat dû à M. Ossian Bonnet. 

En remplaçant L par L, (98), ce qui fournit la courbure de la nor- 
malie au point central, on trouve l'inverse du paramètre de distribu- 
tion (102). 

En faisant L— o, ce qui fournit la courbure de la normalie en son 
pied, on trouve la torsion géodésique de la surface directrice corres- 
pondant à l’azimut de la direction suivie. 


VII. — Courbes des segments normaux. 


31. Concevons, avec M. Laguerre, que l’on porte sur les génératrices 
de la normalie, à partir de la surface donnée, une longueur L fonction 
de la position du point sur la directrice. Soient A et A’ deux points 
infiniment voisins de cette directrice, T et T’ les angles que font avec la 
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corde AA’ les segments L et L’ portés sur les normales en A et A’, nous 
allons calculer l'expression 


AA’ (LcosT + L'cosT') 


ordonnée suivant les puissances croissantes de ds. 
Soient, à cet effet, J, m,n les angles de la normale en A à la surface 


avec les axes; on a (8) 
dx — cos a +I, cosé + I, cosa, 
dy = Lcosf + I, cosy +I,cosy, 
dz —I,cosy + L cosg +I, cosy, 
I,, I,, I, désignant, pour abréger, les expressions compliquées infini- 


ment petites du premier, du second et du troisième ordre qui sont tout 
au long au n° 8. On en tire 


AA’cosT =I,cosecosl +I,cosécosl +I,cosacosl 
+ I,cos6 cosm + I,cosncosm+Il,cosucosm 


+I,cosy cosn + I,cos¢ cosn +I, cosy cosn, 


et, à cause des formules (96), 
AA’ cosT =1,cosu-+ I, sino. 


Soient /’, mn’, n’ les angles que fait la normale en A’ à la surface avec 
les axes ; on aura 


AA’ cosT’=I, (cosa cosl’ + cosB cosm’ +cosy cosn’ ) 
+ L(cosé cosl’ + cosy cosm’ +costcosn’) 


+1,(cosd cosl’ + cosucosm'+-cosycosn’). 
Mais 


T 

cosl’ =cosl +dcosl += dcosl SRE 
I 

cosm’=cosm-+ dcosm-+ — d'cosm +. ane 
T 

cosn’ =cosn +dcosn + Tp d'cosn es 
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d’où 
AA’ cosT’ =1| cosa d cosl + cos dcosm + cosy dcosn 


+ —- (cosa d?cosl+ cosBd?cosm-+ cosy d? cosn) +. | 
1,2 


+I, | cos + cosË d'cosl + cosnd cosm+ cos¢dcosn 


es (cost d?cos! + cosn d’cosm + cos¢d? cosn) +. | 
177 


+1[ sing + cosad cosl + cosudcosm + cosy dcosn 


+ —(cosA d'cos1+ cosu.d’cosm + cosy d’cosn) +. | 


On a trouvé plus haut (96 dvs) 
d. 
cosad cosl + cosB dcosm + cosy dcosn= — se cosa, 


‘ as x 
(104) { cos§d cos! + cosn dcosm + cos¢dcosn=— sinoda+ 7 Sins, 


ds 
cosAdcosl + cosu dcosm + cosy dcosn = cosuda— 7 COS. 


Différentions la première de ces équations, il viendra 


cosa d? cos! + cos d’ cos m + cosy d?cosn 
= — (dcosadcosl+ dcos®B dcosm+ dcosy dcosn) 


— ds cosmd= ie “ sino do. 


Mais, en vertu des formules de M. Serret, 
dcosad cosl+ dcosf dcosm + dcosyd cosn 


ls, ‘ 
= a (cos€dcosl + cosndcosm-+ cost dcosn) = — = sin © dw + “ sinw, 
d’où 


(105) cosa d? cos! + cos d* cosm + cosyd?cosn 
I ods , a 
= — dscosw d - + —— sino dy — = sinw. 
p Pp rp 


A 
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Différentions la seconde des équations (104), il viendra 


cost d?cosl + cosn d’cosm + cost d? cosn 


= — (dcosédcosl + dcosn dcosm + d cost d cosn) + dssinwd— 


ds : 
+ - cosa dw — cosa dw°— sinw d’&. 


Mais, en vertu des formules de M. Serret, 


d cost dcosl + dcosn d cosm + dcosé dcosn 
ds | 
= — — Cosw do + ds’ (- re cose, 
r D? Fr? 
d’où 
(105) cosé d'cosl + cos nd? cosm + cost d’cosn 


| 2. ds 
=— cosa dw’ — sinwd'w + ae cosada 


; 1 {1 1 
+ ds sina d — — ds? | — + —) coso. 
Tae p° r 


2 


Différentions la troisieme des équations (104), il viendra 


cos d'cos! +-cosp.d?cosm + cosy d? cosn 


=—(dcosAdcosl+ d'cosu dcosm + d'cosv d'cosn) —sinw ds’ 


ds . | I 
+ cosa doa + — Sins do — dscosw d =: 


Mais, en vertu des formules de M. Serret, 
ase. ds’ , 
d cosÀ dcosl +. d'cosu d'cosm + d cosy dcosn= — — sino dw + = sine, 
d’où 
(105) cosdd?cos! + cosu d?cosm + cosy d’cosn 


ads . ee am 
=— sinvdw’+ cosad’a + ——sinw da — ds cosm d— — 7 sing. 


18. 
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Différentions la première deséquations (105), il viendra 


cosa d° cos! + cosB d'cosm + cosy d‘ cosn 


I 
—— (dcosad cos! + d'cosB d?cosm + d cosy d'cosn) — ds cosa d? à 
+ Fe sino do + _ coso.do’ + 3ds sinew dw de 
2 = 2 2 
Re cosa da — oo sinod ~ — ca sinwd = 
re À je p p lie 


Mais, en vertu des formules de M. Serret, 


d cos a d?cosl + dcosf d? cosm + d'cosy d’cosn 
=? (cosé d? cos! + cosn d’cosm+ coséd’cosn), 


ou, à cause de l’équation (105), 


d cosa d? cos! + dcos d?cosm + dcosy d? cosn 


2 
=— os asm — PR cosa da 
p Pp re 


ds Fur] I 

+ — sinmd-——|-+—) coso, 
p Là Fee 

d’où 

(106) cosad’ cos! + cos d*cosm + cosy d'cosn 


= 3ds cosa dw? + 3 ds sinn Zo — = cosa da — oe nerds 
p p fs . ; 


ds 
Be 


(= +3) cosa — dscoswd! = +3 dssindud— sinmd =. 
p ï P Eh p 


p° 
Différentions la deuxième des équations (105), il viendra 


cosË d' cos l + cosn d' cosm + cosé d'cosn 


=— (d cosëd'cosl+ dcosnd? cosm+dcos¢d' cosn) +sinw do —sinad'a 
2ds ans: 
—3cosado do + a cosuda — oo sino do’ + ds sino d? = 
- 


3 dscosadad- + ds? (3 + =) sinw dw 2S cosads—* cosmd?. 
r 
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Mais, en vertu des formules de M. Serret, 
dcost d? cos! + d cosn d° cosm +.d cost d? cosn 


ds 
Te (cosa d? cos! + cosB d? cosm + cosy d? cos n) 


ds 
ee (cosAd? cos! + cosy d? cosm + cosy d? cosn), 


ou, à cause des équations (105), 


dcost d?cosl + dcosn d? cosm + d cost d? cosn 
ds? I I I ds? [1 I 
= — cosad -— 2ds? | — + —) sina d tin |'si 

p p Ê =) © aw + 7. Ê - *) SInT 
ds . ds ds? I 

+ —sinwda’— — cosud’a + — cosad-; 
7 r Le r 

d’où 
(106) cos& d' cosl + cosy d'cosm + cost d* cosn 


‘ I 

= sino do’ —sins da — 3 cosa da d’a + 3 ds cosa dad - 
à rhe Skee 3ds 3 ds? I 
+ dssinaw d? nen — Sins do’ + —— cosa da — —— Cos d= 


3 ds? ds 
+ 3ds? ape sinada — ——- cosad+—@ (1,1! sin &. 
p° r? r p r r? 


Différentions la première des équations (106), il viendra 


cos a d'cosl+ cosB d‘cosm + cosy d'cosn 


—— (dcos a d' cos! + dcos d’cosm + dcosy d’ cosn) + Je coss do d’'w 


es sinw dw + 6ds cos dia d = +22 sinv do + 6Gdssins d& de 
Pp 


2 2 2 2 
= id cosa d’& + = sinw dw? — a cosa da d- — 7 cosmdd à 


EP ica dt PP LENOIR 
meee le ae Oe ; (+) sins do 

ds’ I 

+ ds’ +) cosmd = + == cos d > — ds cose d= 


p° 


ds. 
+ 4 dssinw dwd= on — sinwd*> 
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Mais, en vertu des formules de M. Serret, 


dcosa d*cosl + d'cosf d' cosm + d cosy d'cosn 


Pa Sh Tage d cos! + cosn d' cosm + cost d' cosn), 
F 


ou, à cause de l’équation (106), 
d cosa d cos! + d cos d' cosm + dcosy d’cosn 


x ds? 
ee dot sine dm _ LE cosa do daw + — cosa dr d = 


2 2 ds? 3 ds: 

+ 2 sinw d'= — eee sinw dw? ee cosa aw — 2 coswd à 
p r rp rp rp r 
3ds°/1 I à 3ds3 I ds‘ [1 I : 

+—--(—+ =} sinodw — —— cosnd- — — |—+—)sinx; 
p \p r Pp £ rp \e Rea 


d’où 


(107) cosa d' cos! + cosB di cosm + cosy d'cosn 


—: ne cosa da @ao — ue sin do’ + 6 ds cosa da? d- 


+ ES sing der + 6ds sina Pad + — °C cosa @a 
2 2 2 
le sino PRE eal Le cosa ies Gee ee 
ro r p p ty 
— Lad ey, oe — 3 ds sinmd ~d~— ae (* + =) sino do 
r Caviar epee Nps eee 
3 
+ ds (5 +4) Eee. eed acca ee 
pee ita a r p 
À Vds, tdsifir yy En 
+ 4ds sino dod’ - — —sinwd?- + — € +- =) sino. 
Pp r pO Re ee 
On a enfin 
rs dL 


L’=L+dL+—+-~+.... 
2 6 


Portons les différentes valeurs que nous venons d’obtenir dans l'ex- 


pression 
AA’ (L cosT + L’cosT’), 
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il viendra, en s’arrétant aux termes du cinquième ordre, 


I 
: d- 
ds cosw sin dL 
L (sine de _ ne Ye _ (o) _ dl cosa 
20 ds 6 ds 3 rp ds ds 20 FE . 
d- d- 
4 p (sino ds. coss do’. sino ds p cosw  p 
4p ds fp. ds? AN ds. as 12 ds? 
I I 
_coso do sino p_ sino ae 
Grp ds Gr ds 00 Gp ds ; 
I \ 
aL sino do cosa “2 _ sine Las cosm ji 
ds \ 2p ds 3. as orp ds? 4p 
as ae # = de 
+ L (CSB _p_cos®_ p_ cos _p. cosa or cosa dod'm cosm _p dw 
No do ds i207? ds 30r0 dar pds dst 6 ds dst 
re ot I I 
; s Rd TER = ME je 
_ Sins do’ irsino or p sino pe sino r sino do 
inp ass Mate ds ids aor as? 120p ds’ 12p ds 
1 I 1. 
sino p do coso r dé sins do sinw do sins do p 
6 ds ds Sou dsu%ds à oho ds 24 rtp ds 8 ds ds? 
+e 
sino dw’ cos ds _cosw p do, sino | sino 7 
rp ast 4 liarp ds 127 ds ds borp* 0,60 r°p 
I a 
dL {cose dw’ sino dw sino r _. sino p do 
ds 4p D. 4p ds 8p ds En ds ds 
l?— : d— 
eee te ton ose). 
Sree dst 12P Tag Grp ds 2h4p?  24r'p 
I 
@L(snodo cosmo _p sino} ,, dLcoss )., 
ee ieee rae mn eh a ss — —— —— ds. 
" ds? 4p ds Gar; ds 12r0/ ds” ~ 12:0 
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Il est facile de voir sur ce développement que le coefficient du terme 
en ds‘ est la demi-dérivée par rapport à s du coefficient du terme en ds”, 
et que le cofficient du terme en ds® n’est pas uniquement fonction de 
celui du terme en ds’. 
En posant 


I : 
xo (222 ds cosmo p Le dL coso 


4 “ap ds 6 ds 8rp/ ds 2p” 
on a donc 

1 dK 
(109) AA’(L cosT + L’ cos T') = K ds’ + = Ts ds +... 


D'où cette conclusion, due à M. Laguerre ('), que l’expression ci- 
dessus est généralement du troisième ordre; mais que, lorsqu'elle est 
d’un ordre supérieur au troisième, elle est au moins du cinquième. 


32. Pour que K soit égal à zéro, il faut et il suffit que L satisfasse à 
l'équation différentielle 


I 
dL _2pds (som ds coso 5 p sr 


L ~~ cosu \ 29 ds 6, wise 3 Fe 
ou 
dL 2 (CET 
TJ, = tango do — pee eee 
ou 
; dL®- 2 ds 1 do 
(110) Ta ngs CEE +3 2° 


ou, en intégrant, 


Co —° tango 2 
L= ve e ah 7, 
COST 


(111) 


C étant une constante arbitraire. 
La valeur du segment L étant déterminée par cette relation, on aura 


mt — aa - ES cf 


(') Bulletin de la Société Philomathique de Paris, t. Vl, p. 49; 1870. 
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alors cette proposition que l'expression (109) en chacun des points de 
la directrice de la normalie sera une quantité infiniment petite du cin- 
quième ordre. 

C’est aux courbes tracées sur la normalie, et correspondant aux dif- 
férentes valeurs de la constante C dans l'équation (111), que nous don- 
nerons le nom de courbes des segments normaux. 


+ 0: e ’ 
33. L’équation (110) se présente sous une forme plus commode, en 
introduisant le rayon de courbure R de la section normale tangente à 
la directrice de la normalie. On a, par le théorème de Meusnier, 


p—=R cosa, 
d’où 
do = cosw dR — Rsinwda, 
et 
do dR 
> = pT nse ds. 


Substituant dans l’équation (110), il vient 
(112) | DR pangs (ds À). 
L _3R 3 r 
Or, pour une géodésique, tang s = 0, et pour une ligne de courbure 
ds — os o; réciproquement, le produit tanga (a — “| ne s’an- 


nule que pour une géodésique et pour une ligne de courbure. Ces deux 
genres de courbes sont donc caractérisés par cette propriété des norma- 
lies auxquelles elles servent de directrices, que 


dL 1 dR 
cy) a tae oA 
ou, en intégrant, que 
(114) L=C VR, 


C désignant une constante, c’est-à-dire que, dans les deux cas, la va- 
leur du segment normal est proportionnelle a la racine cubique de R. 
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Cette propriété géométrique, commune aux géodésiques et aux 
lignes de courbure, a été découverte par M. Laguerre (‘); elle corres- 
pond à l’équation différentielle du second ordre donnée par Joachim- 
sthal. 

Quant aux asymptotiques, l'expression (108) montre que L doit être 
constamment nul; de sorte qu’une asymptotique tient lieu sur la nor- 
malie correspondante de toutes les courbes des segments normaux. 


(La suite prochainement. ) 


(*) Loc. cit. 


NOTE 


CALCUL DES ACCELERATIONS DES DIVERS ORDRES 
DANS LE MOUVEMENT D'UN POINT SUR UNE COURBE GAUCHE, 


. Par M. BOUQUET, 


PROFESSEUR A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE PARIS. 


Une courbe gauche est complétement déterminée, abstraction faite 
de sa position dans l’espace, lorsqu'on donne les valeurs du rayon de 
courbure et du rayon de torsion, en un point quelconque M de cette 
courbe, en fonction de l’arc OM=s compté à partir d’une origine O 
prise sur la courbe. Supposons qu’un point mobile parcoure cette 
courbe et que l’on connaisse l’expression de l’arc s en fonction du 
temps; il est clair que les valeurs des accélérations des divers or- 
dres, en chaque point! de la courbe, sont également déterminées. 
L’ objet de cette Note est d’exposer une méthode simple pour calculer 
ces accélérations à l’aide des données indiquées. 

Imaginons, pour un instant, les points de la courbe rapportés à trois 
axes de coordonnées rectangulaires, disposés de façon que, pour un 
observateur placé sur OZ, la rotation de OX vers OY s’effectue 
dans le sens direct. Menons en un point quelconque M de la courbe: 
1° la tangente MT, dans le sens où l’arc s va en croissant; 2° la nor- 
male MN, qui passe au centre de courbure; 3° enfin une normale MN, 
au plan osculateur, et dans une direction telle que, pour un observa- 
teur placé sur MN,, la rotation de MT vers MN ait lieu dans le sens 
direct. Soient (a, B, y), (@’, B', 7’), (a”, 6’, y’) les cosinus des angles 
que forment avec les trois axes les directions MT, MN, MN,, p le rayon 
de courbure, p, le rayon de torsion affecté du signe + ou du signe —, 
suivant que la droite M’N’,, relative à un point M’ voisin de M et déter- 
miné par un accroissement positif de l’arc, fait avec MN un angle aigu 
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ou obtus. On sait que les neuf cosinus vérifient les relations 


uv 


da a’ da” a! CC 2 

dsp ds pr ds Pp 

| de ; / d (2 , : di (i B B"” 
(1) BE, (2) e = PS (3) (52 EE 
) ds Phen 57 pee p 
dy _Y dy’ _Y, Iie ns Bi 
ds" ds a ds pp 


très-utiles dans l'étude des courbes gauches. 
Différentions plusieurs fois de suite, par rapport a s, ces formules, 
et, apres chaque différentiation, remplacons dans les seconds membres 


les dérivées des cosinus par les valeurs précédentes. Puisque les cosi- 


, : . dx dy dz 
nus a, (3, y sont égaux a à D SD 7,’ i est évident que 


d'rod'y 


: = des expressions de la forme sui- 


Yon obtiendra pour 


ds" Fe ce 
vante : 
(LE That Let Lie, 
d'y ! an 
(4) |r = LB + Li B+ Li 6, 
La L,y+L,Y +L, y 
an + vd HUE ee A 


L,, L,, L, renfermant p et ses dérivées jusqu’à l’ordre n — 2, p, et 
ses dérivées jusqu’à l’ordre n — 3. 

Remarquons que, si l’on prend pour axes les droites analogues à 
MT, MN, MN, relatives au point O, il faudra, pour obtenir les valeurs 
daw d'x dr, d"z 
ds"? ds"? ds" 
a=ff=y=1, x =—P=f’=y=7—0, puis remplacer dans 
L,, Li, Li la variable s par zéro; d’où il résulte que, si l’on déve- 
loppe les coordonnées x, y, z suivant les puissances de l'arc, on aura 


en ce point, faire dans les formules précédentes 


3 Si 
# == (Ly )y~ + (L: ), “+ (LL Tart LED ea 


Ss s? s° s‘ 


= (L,) - Li). - fy = + & ——____. 
y= (bi) 7+ (Lah Ss + Eh 3 (ib Sag 


= (Li), = + (Li) = + (Lh), 5 + (Lt), —* 
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les valeurs des fonctions L jusqu’au quatrième ordre étant 


| 3 di 
= ke, Li 0. rare L, = is 
d, a: 2 {d I 
i = Le aa bees I ae Vege = =a er = pal — oo 
Mer Oo part a eee (a p> ppi 
| — : i oe tee Vie = dp as dp, 
no as ThE Nae SORE ipl as 


L'expression de z montre que, pour une valeur positive très-petite 
de s, le signe de cette coordonnée est contraire à celui de p,. Or, dans 
le voisinage d’un point quelconque, on peut assimiler l'arc de la courbe 
à un arc d’hélice; on en conclut que la valeur de p, en un point est 
positive ou négative, suivant que l’are de la courbe, dans le voisinage 
de ce point, est dextrorsum ou sinistrorsum. 

Prenons maintenant les formules 

dtemds ds: dr dy dy ds _ dy dz _dz ds dz 
Gastro ds "apo ds dt ds dt ds dé ds” 
et différentions chacune d'elles plusieurs fois de suite par rapport à ¢; 
ona 
deg wdiz dx dv 
de ids" “ds de’ 


aks Oz. 3a dv dx d*¢ 
de — ds °° ds di" ds dr? 
de méme, 
dy _ dy, , dy de 
‘dt, dst ds dt 
et 
dis, d*z —e azide 
di — ds" ' ds dt 
page QPEL IOP ¥ 
Si l’on remplace dans les seconds membres les dérivées > a 


G22 a" a"zZ 
_— par leurs valeurs (4), on obtient pour >> Set Tr des expres- 
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sions de la forme 


dioe. DST er 
an = Ga + G,, a’ + G, a”, 
d'y I ap "an 
(5) Tin = Gb + Ga B + G,B”, 
ve = G:y + G, y + Gy’, 


dans lesquelles G,, G,,, G, renferment p et ses dérivées par rapport à s 
jusqu’à l’ordre r — 2, p, et ses dérivées par rapport à s jusqu’à l’ordre 
n — 3, enfin ¢ et ses dérivées par rapport à ¢ jusqu’à l’ordre n — 1. 
Supposons, comme précédemment, que les axes soient les droites MT, 
MN, MN, relatives au point O, on aura 


(S2) =e ($2) sexe (42) =e: 


c'est-à-dire que G,, G,, G, sont les projections de l’accélération de 
l’ordre n — 1 sur les trois droites MT, MN, MN,. Voici les valeurs de 
ces projections pour les trois premiers ordres : 


de d'u 7e 
dt? dep’ 
2 Oe Se es ae! 
er dre. im e . fed LS fc las Wa a 
1° ordre He 2° ordre ae ds 3, 
I 
0; —— Vi; 
PP: 


/ 
. 
3° ordre. le ae — (eg +| p° ds? ag) a eee | i 


6 ,dv 2 dp t dl 
pei zi ds pp} a |" 


Se 


ÉTUDE 


L'ACCÉLÉRATION DANS LE DÉPLACEMENT 


D'UN SYSTÈME DE FORME VARIABLE, 


Par M. DURRANDE, 


PROFESSEUR A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE RENNES. 


1. Dans un Mémoire précédent (‘), je me suis occupé du déplace- 
ment d’une figure qui subit en même temps une déformation homo- 
graphique, c’est-à-dire d’un système de points dont les vitesses sont 
des fonctions linéaires des coordonnées de chacun d’eux. Dans ce pre- 
mier travail, je n’ai considéré que les relations entre les vitesses des 
divers points du système; ces relations sont déjà assez remarquables 
pour fixer un peu l’attention. En étudiant les propriétés du déplacement 
d’un système dont les déformations sont soumises à la loi de l’homo- 
graphie, je dois forcément retrouver tous les théorèmes donnés par 
M. Chasles sur le déplacement d’un corps solide. Les lecteurs de 
mon premier Mémoire ont pu remarquer avec quelle simplicité j'ai 
pu déduire toutes les relations entre les vitesses des divers points 
d’une figure géométrique de l’expression qui donne la vitesse d’un 
point estimée dans une certaine direction; cette même formule m’a 
également fourni une solution extrêmement simple du problème qui a 
pour objet la détermination des paramètres du déplacement d’un sys- 
tème lorsqu'on connaît en PRES et en direction les vitesses de 
quatre points donnés. 

Le second travail, que je présente aujourd’hui, a pour objet l'étude 
de l’accélération dans le système considéré du Mémoire précédent. Je 
montre d’abord que l’accélération totale d’un point du système peut 
être considérée comme la résultante de trois accélérations partielles, 


(‘) Annales scientifiques de ! École Normale supérieure, 2° série, t. II, p. 81. 
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savoir : 1° une accélération commune à tous les points; 2° une accélé- 
ration relative à l’origine, qui dépend des paramètres de la déforma- 
tion et qui fait l’objet principal de cette seconde étude; 3° l’accéléra- 
tion relative à l’origine dans le cas où le système serait solidifié. 

Dans la première Partie, on a vu que la dérivée logarithmique du 
rayon vecteur, ce que j'ai désigné pare et qu'on pourrait appeler le 
coefficient de déformation du premier ordre, joue un très-grand rôle ; sa 
variation est représentée par une surface du second ordre que j'ai ap- 
pelée déformatrice. Ici nous allons rencontrer une grandeur analogue, 
qu’on pourra appeler le coefficient de déformation du second ordre, et 
dont la variation, plus compliquée que celle de ¢, sera donnée par une 
surface du quatrième ordre en général. 

Je donne le nom de seconde déformatrice, non pas à cette surface du 
quatrième ordre, mais à une surface du second degré, qui a les mêmes 
axes principaux que la première déformatrice, et qui joue le même 
rôle dans l’étude de l’accélération. Ainsi la composante de l’accélé- 
ration qui ne dépend que des paramètres de la déformation est nor- 
male en chaque point à une surface homothétique à la seconde défor- 
matrice et proportionnelle à son demi-paramètre différentiel du pre- 
mier ordre. 

Dans le cas où l’on suppose le système dépourvu d’un mouvement 
général de translation et de rotation, et soumis uniquement à des de- 
formations statiques, la demi-dérivée du carré de la vitesse est le pro- 
duit des deux demi-paramètres différentiels des deux déformatrices par 
le cosinus de l’angle de leurs directions. 

On remarquera que je n’insiste pas sur les propriétés qui résultent 
de ce queles composantes des accélérations totales ou partrelles suivant 
les axes sont des fonctions linéaires des coordonnées; ce serait répéter 
ce que j'ai déjà indiqué dans le premier travail sur les vitesses. II n’est 
pas difficile de voir, par exemple, que les points du système pour les- 
quels l'accélération totale où l’une des accélérations partielles est la 
même sont situés sur des surfaces du second ordre; et cela serait vrai 
pour les accélérations des divers ordres ('). | 


(") Les principaux résultats contenus dans ce travail ont paru déjà dans une Note insérée 
aux Comptes rendus de l Académie des Sciences, novembre 1872. 
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I. — Expressions des composantes de l'accélération. 


2. Nousavons trouvé (p.77 du premier Mémoire), pourlesexpressions 
des vitesses composantes, dans le cas oùle système n’a aucun point fixe: 


dx 

Ai GT — NU: 
(1) oe rx + eY— PZ + Ur, 

dz 

dp IE PY +8 + Us. 


En différentiant de nouveau les équations (1) par rapport au temps, 
on aura 


ner. 
dy er 
(2) We = ty +45, 
OF + + 
en posant, pour abréger, 
du, 
a Et — PU, + Quy + +5 
du: 
(3) = sp eel del Sasi rs: 
D ue ee 
= tie 
J, — (a+ Fe —rletalr+g (ate) s 
de: 
TJ, — r(e, +e)x + eee,” ¥ — ple+ és) 2, 
(4) y dt 


I, =—glata)etplats)-+y (s+ 9) 2: 
(rte (pr + (pr+ B) 2, 
(5) J, — (pq + Sr) 2 — (+ py (2) 
a (aff) ex (are) reson 
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Posons encore, pour abréger l'écriture, 


P= p(e: + Es), Q=q(es+ &), R= r(e + €); 
les expressions des J’ deviennent 
bte €&a2—Ry+Qz2, 
Y= Ra+dijy—Pz, 


(6) F 
ls. =—Qxr+Py +2. 


Quant aux J’, on peut aussi les écrire d’une manière assez simple; 


en effet, ona 


; : dq__dr. 
J, = — wa + p(pa+qy+rs)+ 25 TS | 


d désignant la distance du point (a, y, z) au plan 
pa + qy +rz=0, 
perpendiculaire à l’axe de rotation, on voit que 


PT + q4Y + rz = do, 


d’où 
TS [acos(é,2) el + 3% _rT 
(7) J, = [acos(s,7) y] + —:%, 
ny [ scos(a, à) — | +P — 2G. 


Les formules (2) expriment que l’accélération totale d’un point du 
système se compose de trois parties : 

1° L’accélération J,, commune à tous les points du système; 

2° L’accélération J’, due à la déformation; 

3° L’accélération J’, qui serait celle du système solidifié, pivotant 
autour de l’origine. 


3. Les composantes de l’accélération totale, comme celles des accé- 
lérations partielles J’, J’, comme aussi celles des vitesses, sont des 
fonctions linéaires des coordonnées du point. Par suite, toutes les rela- 
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tions, tous les théorèmes déduits de cette forme linéaire, trouvés pour 
les vitesses, s’appliqueront aux accélérations ; tels sont en particulier 
les théorèmes démontrés au paragraphe IV de mon premier Mémoire, 
et les discussions relatives à l'existence d’un centre ou d’un axe des 
vitesses (!). 

Je laisserai donc de côté tout ce qui concerne les centre et awe d’ac- 
célération, pour m’occuper tout spécialement de l’étude de la partie J’ 
de l’accélération qui dépend de la déformation du système. 


I]. — Des paramètres qui entrent dans les expressions 
des composantes de J’. 


4. Si l’on se reporte aux équations du groupe (6), on remarquera 
sans peine la parfaite analogie de forme des expressions de J.., J, J, et 
de celles des vitesses relatives à l’origine. Ces équations renferment 
six paramètres €,, ©, €,, P, Q, R, dont nous allons chercher la signi- 
fication. | 


5. Variation de ©. — Les trois paramètres €,, ,, €; sont évidem- 
ment, d’après leur définition, les trois valeurs principales de la quan- 
tité définie par la relation 


Or, en désignant par p le rayon vecteur, on sait (premier Mémoire, 
p- 86) que 


_1 dp 
RUE 
d’où 
de _ : dp ti pled Blaeey 2 6° 0 
dts pi di publ tiene 0 dt?’ 
(spe AE 


(‘) On pourra voir toutefois dans les Comptes rendus de l’Académie des Sciences (séance 
du 13 avril 1874) une Note où j’indique la démonstration d’un certain nombre de propriétés 
géométriques du déplacement dépendant à la fois des vitesses et des accélérations. Telles 
sont les questions relatives à la distribution des plans osculateu aux trajectoires des divers 
points et des normales principales. (Voir la Note placée à la fin de cette os. 
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On voit donc ainsi que € peut étre considéré comme le coefficient de 
l'accélération de déformation linéaire dans la direction du rayon vec- 
teur (*). Cette quantité joue done, par rapport à l’accélération, le même 
rôle que ¢ par rapport à la vitesse. 

Nous : avons trouvé (p. 88 du premier Mémoire) que si (a, B,7y) sont 
les angles d’une direction avec les axes coordonnés rectangulaires, la 
valeur de ¢ qui correspond à à cette direction est donnée par la formule 


€ = € COS?a + €, COS? (3 + €; COS? }y, 


qui exprime que € varie en raison inverse du carré du rayon vecteur 
d’une surface du second ordre au centre 


62? + 69° + Es 2° I, 


à laquelle j’ai donné le nom de déformatrice. Il est naturel de se de- 
mander s’il n’existe pas pour € un mode analogue de représentation. 
Pour le découvrir, reprenons les formules (10) (premier Mémoire, 


p. 89) 


.ecosa+@cosE= ea COSæx — r COSÉ + q COS y, 
ecosB +—0cosn— rcosa +e,C0s6 — p cosy, 
e COS y + 0 COSË = — q cosa + pcosf +¢;cosy, 


P» 9, r étant les projections de la vitesse angulaire w sur les axes; on 
peut, en introduisant les angles (E', 4’, ¢’) que la normale au plan 


ere seh Pee i 
(pw) fait avec les axes, et posant w sin (6, es = 0, écrire les formules 
précédentes sous la forme 


Ee COS a + Ocos— = «,cosa + 6’ cos’, 
(8) e cos + Ocosn = «, cos + 6’ cos», 
e COSy + Ocos¢ = €, cosy + 6’ cost’; 


6’ est ce que deviendrait © si le système ne se déformait pas, ou si les 
déformations étaient les mémes en tous sens. 
iii i a a SO A ON 7" D cuire ab at à dde à 


(') Il serait peut-être préférable de donner à ¢ le nom de coefficient de déformation du 
premier ordre, et à € le nom de coefficient de déformation du second ordre. 
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Des formules (8) on déduit sans peine, en posant, comme dans lapre- 
mière Partie (p. 93), 


COST = cosé cosé’ + cosn cosy’ + cost cosZ’, 


et remarquant que Ÿ COSE cosa — 0, Ÿ cos&’ cosa = 0 


(9) Nr cos’ — 0? — 6”-+ 266’ cosr. 


D’autre part, de l’expression de € on déduit 


de de, d(cos a) 
—— COS?& + 2 €, COS & e 


dat ds as 
mais, à cause de (n° 2, premier Mémoire, p. 86), 


(d cosa) 
dt 


— 0 COSE, 

ona | 
de de 
SN ANSE F 
i= Ÿ Ay: COS? & + 20 e,cosa cose; 


mais des équations (8) on tire 


6 = Ss cosa cosé + 6'cost, 
d’où 


(10) oe © costa + 26° — 2 66’ cost. 


Si l’on ajoute membre à membre les équations (9) et (10), il vient 
(11) b=) ei costa + 6 — Cp 


Telle est la relation qui donne la loi de la variation de ¢ autour d’un 


point quelconque du système. 
On peut exprimer la différence 6? — 0” en fonction des paramètres 


du déplacement et de la direction (a, 6, y). On a d’abord 


BON 
CAE a sin(5,o)=14/ Sg cosy — rcosB}; 


hi 
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de plus, le groupe d’où l’on déduit le groupe (8) donne 
e* + Pam e? costa + 0"1+ 2 Ye cosa(q cosy — rcosf), 
et par suite, en éliminant €, 
9 — 9? = 2Ÿ €,cosa(q cosy -- rcosf) +¥ (ei — €2)? COS? COS?B; 


on en conclut 
= : 
(12) € = €,cos*a — aN r(e — €,) cosa COS +Ÿ (a €2)? COS?& cos’ f. 


On voit que la variation de € suit une loi plus compliquée que celle 
de e. Aussi, si l’on veut représenter cette loi au moyen d’une surface, . 
on prévoit que cette surface sera du quatrième degré; en effet, si l’on 


pose 
Mi Er —Ess Mia E— &, Ms & — Ex; 


x 
Vas + y? + 2? 


cosa = 


I 
QE red 


| (æ+y + 2?) 
la relation (12) devient 


(a+ y? + 37) (Ex? + Ory? + C52? — 2p Oi ys — 2g M:2x — 2rQ@;, xy) 
+ D? 727+ Pi 2274+ D? ay — 1, 


équation qui représente bien une surface du quatrième degré. 

La discussion de cette surface ne saurait présenter un grand intérêt; 
remarquons d’ailleurs que si les différences ®,, @:, ®, sont assez pe- 
tites pour que l’on puisse négliger leurs carrés, l'équation précédente 
se ramène au second degré en posant 

ne RS 
yee ee 

Quoi qu'il en soit, je donnerai le nom de seconde déformatrice à la 
surface du second degré 


Eux? + CP + Es evi, 
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qui donnerait la loi de la variation de € dans le cas d’une déformation 
sensiblement sphérique, et qui joue dans ce qui va suivre un rôle 
plus important que la surface qui représente véritablement la varia- 
tion de €. 


6. Paramètres mixtes. — Les paramètres P, Q, R, qui ont pour ex- 
pression p(é-+ és), qg(e +e), r(& + €), peuvent être considérés 
comme des paramètres mixtes dépendant à la fois du déplacement gé- 
néral du système et de la déformation. Posons 


O=—P?+ Q?+ RR, O=g4+ 64+ 83 


soit en outre €, la valeur de € pour la direction de l’axe de-rotation w, 
d la distance de l’origine au plan tangent à la déformatrice première 
à l'extrémité du diamètre dirigé suivant l’axe de rotation; on aura 


œ=Ÿ p(0 — & = Ora'— 20 Yep eS tpt p’. 


De l’expression bien connue de« on déduit 
@? Eu — & p? + E1Q° + 6317; 


d’autre part, 


6)? GO? Eu 
ei p° +ég+éne re + () 
or 
(3,6) 
Da Pu C059, 9 9 = | Ons Du) 3 
done 


= we? SÉC'. 


62 2 — 
PT Cos? ® 


On aura donc enfin pour l’expression de Q 


0? = w? (O?— 2 Oe, + €2 séc'o =a? [(O—«.)?+ ei tang'o |; 
d’ot 
O =o (© — «,)?+ e2 tang?9. 


(') pw désigne le rayon vecteur de la première déformatrice, suivant la direction de l'axe 


I 
de rotation; et, d’après la définition de cette surface, on a ¢,= a: 
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Q, comme P, Q, R, est donc un paramètre mixte, produit d’une vitesse 
angulaire par un coefficient de vitesse de déformation. 


III. — Décomposition de l'accélération J’. 


7. Il résulte de la simple inspection des expressions de J!, J;,, J, que 
l'accélération J’ peut être considérée comme la résultante de deux accé- 


lérations : 
1° D'une accélération dont les projections sont 


re aa og Pe Se 
et dont la résultante est, par conséquent, 
(OF a? + EF y? + EF 27, 


c’est-à-dire le demi-paramètre différentiel du premier ordre de la seconDE 
DÉFORMATRICE, Où du moins d’une surface homothétique de celle-ci pas- 
sant par le point (x, y, 3); de plus, cette composante de J' est normale à 
celle surface ; 

2° D’une seconde partie dont les projections sont 


Qz—Ry, Rr—Pz, Py—Qz. 


On voit d’abord que cette seconde composante de J’ est perpendicu- 
laire au rayon vecteur p, car sa projection sur ce rayon vecteur est 
nulle. De plus, on trouve aisément qu’elle a pour valeur 


eQ sin (G0); 


c'est donc une véritable accélération composée, car c’est le produit 
d’une vitesse angulaire par une vitesse linéaire, d’après ce que nous 
avons dit de Q. 

Ainsi, dans le déplacement d'un système de points dont les vitesses sont 
des fonctions linéaires des coordonnées, la partie de l'accélération qui 
dépend des paramètres de la déformation est la résultante : 1° d’une 
accélération normale à une surface du second ordre homothétique de la 
seconde déformairice, et égale au demi-parametre différentiel du premier * 
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ordre de cette surface; 2° d'une accélération composée perpendiculaire au 
rayon vecteur et à la direction de l'accélération mixte ©. 


IV. — Quelques théorèmes sur l'accélération. 


8. Expression de l'accélération Y estimée suivant le rayon vecteur. — 


Si l’on multiplie les trois expressions J!, Ji, J, respectivement par 
x, y, 3, et qu’on ajoute, il vient 


: a3, + yy +33, = ++ Gee v, 
ou 
o.J, =V et J, =": 


ce qui signifie qu’en tous les points d’une surface 


= C 
l'accélération J' estimée dans la direction du rayon vecteur est inversement 
proportionnelle au rayon vécteur. 
Les surfaces 
VC 
sont précisément des surfaces de niveau par rapport à la partie de l’ac- 
célération J’ qui ne dépend que des déformations du système. 


9. Expressions de l'accélération totale relative à l’origine estimée sui- 
vant le rayon vecteur. — L’accélération relative à l’origine est la résul- 
tante des accélérations J’, J’. Multiplions respectivement par 2, y, 2 
les sommes J’, +J,, J, + J), J, + Ji, et ajoutons, il vient d’abord 


2V,+y),4+25;, =Ÿ c, wap) ei COs?a. 
© lity + al =— olay! +) + (pe tay + ray = — ps 


donc 


(13) J, +5, =( Se cos a) . 


D’autre part, comme d’après les formules (8) la vitesse d’un point 
relative à l’origine a pour composantes 


ex +p0cost, ey +pôcosy, ¢2+ 8 cos, 
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on en déduit, en les différentiant, 


I, + J, — (e+ D) æ + ped cose + MATE) 


dt 
= Ca + pel cosé cp 


avec deux autres analogues. 
Or, multiplier ces trois expressions par æ, y, z revient à les multiplier 
par p cosa, pcos, p cos; si l’on ajoute ensuite membre à membre, il 
vient 
” d (00 cos 
D x (I, + 3) — Ep + p° € Ÿcosa cost + D COS a Sr 


Mais on a vu (n° 5) que 


Ÿ cose cos— = 0; 


d’après cette relation, le deuxième groupe de termes de l’équation précé- 
dente disparait; le troisieme groupe se décompose en deux autres 


D V cosa COSË — 0, 26 cosa se = 


mais, en vertu de la relation rappelée ci-dessus, on a 


cosa PE) =— Ÿ cos; Re = — 0S cost = — 6. 


Donc enfin on trouve pour la seconde expression de J, + J; 


(14) + I =p(&— 0). 


Le rapprochement des équations (13) et (14) nous fait précisément 
retomber sur la relation (11), (n° 5). 


V. — Détermination des paramètres de l'accélération. 


10. Les expressions des diverses composantes de l’accélération d’un 
point du système, données au n° 2 [groupes (3), (4), (5)], montrent 
qu'indépendamment des paramètres des vitesses, au nombre de douze, 


4 


que nous avons appris à déterminer dans le premier Mémoire (V), il 


| 
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s’est introduit neuf nouveaux paramètres 
dé, de, de, dp dq Oro a dus Ot, 


CEU PERRET ER A MY PAGE GE 
qu’il faut déterminer pour que la loi du mouvement soit connue. 

Il semble, d’après cela, qu’il suffirait de connaître, outre les vitesses 
de quatre points déterminés, les accélérations de trois d’entre eux; il 
n’en est rien cependant. 

Si l’on se reporte, en effet, aux considérations géométriques du pre- 
mier Mémoire, p. 112, considérations qui s'appliquent exactement aux 
accélérations, on voit qu’il faut absolument connaître les accélérations 
de quatre points pour pouvoir déterminer celle d’un autre point quel- 
conque du système. Si le nombre des paramètres à déterminer parait 
moindre que ne semblent l'indiquer les considérations géométriques, 
cela tient tout simplement à ce que les équations (3), (4), (5) renfer- 
ment des expressions réduites, rapportées à un système d’axes parti- 
culiers, et dans lesquelles ne figurent pas les paramètres propres à 
fixer la position de ces axes. 

On voit bien d’ailleurs qu’il en est de même pour les vitesses, car 
dans les équations (1) il n’entre que neuf paramètres, et nous savons 
cependant qu’en réalité 1l y en a douze à déterminer. 

En particulier, dans le cas d’un système invariable, il n’entre que six 
parametres dans les expressions des vitesses composantes; or il est 
bien facile de s’assurer directement sur ces expressions elles-mémes 
qu’il ne suffit pas de connaître les vitesses et les coordonnées de deux 
points du systeme. 

Sauf la longueur des calculs, provenant de la complication des coef- 
ficients des variables dans les expressions des composantes de l’ac- 
célération, la marche analytique à suivre pour la détermination des 
paramètres sera identiquement la même que celle qui est indiquée 


au n° 17 du premier Mémoire. 


VI. — Expression remarquable de la demi-dérivée du carré de la vitesse 
dans le cas d’une déformation statique. 


11. Si l’on suppose que le système n’ait pas de mouvement général 
de translation et de rotation, c’est-à-dire si l’on suppose u, = 0, u, = 0, 


21, 
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Uy—0, p—0,q—0,r— 0, nous aurons ce qu'on peut appeler une 
simple déformation statique du système. C’est ce qui arrive, par exemple, 
dans les systèmes articulés que j’ai considérés à la fin de mon premier 


travail. 
Dans ce cas, les expressions des vitesses sont 


Wi ie Pony, Eur 
dd: AA ir 
d’où 
vet att ey eis? 01, 
en désignant par 9, le demi-paramètre différentiel du premier ordre 
de la première déformatrice. | 


Si nous différentions l’équation précédente, il vient 


dy... dx dey ..\ = ate de, ) =Y à 
PV (qe rade) =S(aeragie DATES 


Or, A, désignant le demi-paramètre différentiel de la seconde défor- 
matrice, 0 l’angle que font les normales aux deux déformatrices au 
point (a, y, z), ona 
t d.v? 


2 dt 


10 TE 2 I i k 
cos 0 — aay Ge a; donc enfin 


Off «NTI SA; 0! — A,d, cos 0. 


Ainst la demi-dérivée du carré de la vitesse d’un point du système dans 
le cas d’une déformation statique est le produit des paramètres différen- 
tiels du premier ordre des deux déformatrices et du cosinus de l’angle des 
normales en ce point. 

Il était d’ailleurs facile de prévoir ce résultat, en remarquant que la 
force relative à l'unité de masse n’est autre chose que A,, et que le dé- 
placement infiniment petit du point (a, y, z) est 0,d¢ (premier Mé- 
moire, n°7); le travail élémentaire de la force est donc 


A,6, cos@.dé ou = de. 


Dans une prochaine Communication je m'oceuperai des relations qui 
existent entre les forces diverses agissant sur le système que j’ai con- 
sidéré. On trouve des résultats assez intéressants, car les forces inté- 
rieures ne peuvent plus être éliminées comme dans le cas d’un solide 
invariable. 
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POUR UN DÉTERMINANT DONNÉ, 


Par te P. PEPIN. 


Cette question a été résolue par Dirichlet dans ses Recherches sur les 
applications de l'Analyse à la théorie des nombres (Journal de Crelle, 
f AIX, D. 924, ét. XXL Ip, 1 et 134). 

M. Hermite a proposé dans les Comptes rendus des séances de I’ Aca- 
démie des Sciences (t. LXXXV, p. 684) une simplification qui abrége 
notablement la solution de Dirichlet; mais si l’on veut développer les 
raisonnements nécessaires pour rendre la démonstration complète, on 
ne laisse pas que de rencontrer quelques difficultés. Par exemple, au 
n° V, si l’on veut démontrer que la limite du rapport 


SAG) [EE ae 1 :n est (©) “ AR 


il faudra démontrer que la limite de l’expression 


mF) 
D) — |€; est o. 
n NC 


Or, comme ¢; est positif ou négatif, il n’est pas évident qu’il n’aura pas 


0 Q A = (A) 
ordinairement le même signe que (2): Supposons, par exemple, 


. Pas . I rR 
a (©) ai; l'expression précédente devient = Ÿ a;, et elle a pour 
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limite a, « désignant une valeur moyenne entre les diverses valeurs 
de a?. Cette difficulté ne peut être levée sans recourir à des considéra- 
tions assez délicates, qui font perdre à cette simplification une partie 
de ses avantages. 

La solution, dont on trouvera ici le développement complet, n’em- 
prunte à l'Analyse supérieure que les notions les plus élémentaires sur 
la quadrature des surfaces planes. Nous obtenons par là un théorème 
général, d’où nous déduisons sans peine, soit les formules données 
par Gauss dans deux Mémoires présentés à la Société royale de Gôüt- 
tingue (1824 et 1837) pour exprimer le nombre des systèmes de va- 


leurs de x et de y, qui donnent à la forme 
F=—ax +2bxy + cy’, 
dont le déterminant est un nombre négatif, des valeurs qui ne surpas- 
sent pas une limite donnée; soit les formules analogues données par 
Dirichlet pour les déterminants positifs. Nous déduisons de ces for- 
mules le rapport entre les nombres de classes proprement primitives 
pour deux déterminants dont le rapport est un carré, ainsi que le rap- 
port entre les nombres de classes comprises dans les deux ordres pri- 
mitifs, pour un même déterminant. Le problème se trouve ainsi ramené 
à celui de trouver le nombre de classes proprement primitives pour un 
déterminant qui n’est divisible par aucun carré. Cette condition rem- 
plie par le déterminant permet de généraliser la formule employée par 
Dirichlet pour exprimer le nombre des représentations de 7 par le sys- 
tème des formes quadratiques diverses qui représentent l’ordre pro- 
prement primitif pour ce déterminant. Cela nous conduit à une 
simplification analogue à celle de M. Hermite, mais qui en diffère en 
ce que la fonction ® (x) s’y trouve remplacée par la fonction plus 
simple E (x). Grace aux propriétés de cette fonction, nous arriverons 
aux formules cherchées, sans emprunter aucune notion préalable à la 
théorie des suites. 
1 


1. Soient A l'aire comprise dans un contour donné sur un plan; u 
et v les coordonnées d’un point de ce plan. On aura 


res [ fraude. 
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On obtiendra une valeur approchée de cette aire, si, donnant àw et 
à ¢ des accroissements très-petits du = dv — }, on fait la somme d’au- 
tant de carrés X? qu’il y'a de systèmes de valeurs de wu et de ¢, qui, 
étant prises dans les deux progressions arithmétiques u = xd, p= yA, 
correspondent à des points situés dans l’aire A. On pourra exprimer 
cette condition au moyen de certaines inégalités 


(a) pir,r)<o, 91(2, 7) <0,.., 


que devront vérifier les nombres entiers x, y. 

Soit m le nombre des systèmes de valeurs de x et de y, qui vérifient 
‘les conditions (a). Le produit m)? représentera l’aire A avec une 
approximation d'autant plus grande que l'accroissement } sera plus 
petit, de telle sorte qu’en représentant par € une quantité qui s’an- 
nule avec À on obtiendra pour l’aire A la formule 


A+e—m}; 


de’ 
À! 
(b) AM+Me— m. 


ou bien, en faisant — —M, 


2. Transportons l’origine en un point infiniment voisin y}, 0}, puis 
désignons par &,, #, les nouvelles coordonnées du point (wu, v), et par 
a), BA les accroissements infiniment petits du,, dy,. Les valeurs 
de w,, ¥, seront comprises dans les deux progressions arithmétiques 
alæ,, Pry,, et l’on aura 


A= [ fau de = 48 | [r=aBmx + e, 


m, désignant le nombre des systèmes de valeurs entières de x, et y, 
telles, que les valeurs correspondantes de w,, v, soient les coordonnées 
de points situés à l’intérieur de l’aire A. Or, si, dans les formules de 
transformation u = u, + yh, » = 9, + OA, nous remplaçons w, 9, u,, % 
par leurs valeurs wd, y}, «x, X, By,X, nous obtiendrons, en divisant 
par À, 


(c) x= ati + y r= bBr+d. 
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Dans la dernière équation, qui peut s’écrire 
“AM -+Me=me8 (lime—o pour M =), 


m, représentera le nombre des systèmes de valeurs de æ et de y, qui, 
étant prises dans les progressions (c), satisfont aux conditions (a). 

Ajoutons aux formules (c) K—1 autres couples de progressions 
arithmétiques, de mêmes raisons @, fi, mais tels que chacun d’eux dif- 
fere de tous les autres par la valeur de l’un des résidus y ou 0. En com- 
binant par addition K équations semblables à la dernière, nous aurons 
l'équation 
(1) aay + Mn= mm, (lim n =o pour m =), 
dans laquelle m exprime le nombre des systèmes de valeurs de x et 
de y qui, étant prises dans les K formules semblables à (c), vérifient les 
conditions (a). 

3. Supposons que l’aire A soit celle de l’ellipse représentée par 
l'équation 

au? + 2 buv + cv = 1, 


dans laquelle b? — ac = D — — D, < o. On aura 


TT 


A = — =) 
vb, 


et les conditions que les nombres entiers # et y devront vérifier pour 
que les valeurs correspondantes de u= x) ete = yd soient les coor- 
données de points intérieurs à l’ellipse se réduiront à une seule 


(A) ax +2bay +cy <> ou M; 


en même temps l’équation (I) deviendra 
KrM 
af VD, 

Si dans cette formule nous faisons K =1, «== 6 =1, nous obtenons 
le premier théorème de Gauss : « Le nombre m de tous les systèmes de 


(II) +Me=m (lime =o pour M=o), 


D 
7 
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valeurs entières des indéterminées x et y pour lesquelles les valeurs d’une 
Jorme (a, b, c) de déterminant négatif — D, ne dépassent pas une limite 


7 M G ° G AS ee ! 
M est donné par la formule a avec une approximation qui croit indé- 
i 
Jiniment avec M, c’est-à-dire que, si l’on fait croûtre indéfiniment le 
m Gia 
nombre M, le rapport uM 2 Pour limite 7 » (Gauss, Werke, t. II, 


p.172.) 

En faisant « = 6 = 2D, dans la même équation (IJ), et choisissant 
les K couples de progressions de telle sorte que la forme (a, b, c) ne 
prenne que des valeurs premières avec 2D,, et qu’elle prenne toutes 
celles des valeurs premières avec 2D, qu’elle peut prendre, on obtien- 
dra un second théorème de Gauss (Werke, t. Il, p. 280) qui permet 
d'évaluer approximativement le nombre des systèmes de valeurs en- 
tières de æ et de y qui donnent à la forme (a, b, c) des valeurs infé- 
rieures à une limite donnée et premières avec D. Ce second théorème 
est celui dont Dirichlet fait usage dans le Mémoire cité, et dont il donne 
le correspondant pour les formes de déterminant positif. 


4. Supposons que la forme (a, b, c) soit proprement primitive. Nous 
pourrons assujettir les indéterminées x et y à ne lui donner que des 
valeurs impaires. Si les deux éléments extrêmes a et c sont impairs, 
æ et y devront être pris dans les deux systèmes 


|æ—2a, (=e at, F1, 


) Con lp are 


si au contraire a et c sont de parité différente, nous prendrons pour 
premier élément (a) celui qui est impair, et nous exclurons les valeurs 
paires de la forme (a, b, c), et celles-là seules, en prenant x et y dans 
les deux systèmes 


LT hy VIT EX, 


(er) 
Y= 290 yoy tr 
Dans les deux cas nous aurons 


Kas, ¢= be 2, 
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et par suite , 

(III) Mr, Me m (lime =o pour M =), 
2VD, 


m désignant le nombre des systèmes de valeurs entières de x et de y, 
qui donnent à la forme (a, b, c) des valeurs impaires et inférieures à 


la limite M. 

5. On obtiendra des théorèmes analogues pour les déterminants po- 
sitifs, en remplaçant l'aire de l’ellipse par celle d’un secteur hyperbo- 
, au 
lique compris entre l’axe des +, la droite y= 57; et l hyperbole 

représentée par l’équation 
ax? +2bxy + cy*=1, 
dans laquelle b?—ac—D> 0, a > o etc < 0; en supposant de plus 


que T et U désignent les plus petits nombres entiers et positifs qui vé- 


rifient l’équation 
T:— DU? = e’, 


où nous représentons par e le plus grand diviseur commun des trois 
nombres a, 26, c. Comme nous n’aurons a considérer que des formes 
primitives, nous aurons toujours c==1 ou 2. Pour évaluer l’aire A du 
secteur hyperbolique considéré, nous prendrons l’équation de l’hyper- 
bole en coordonnées polaires, 


RP bn tee en Sere der es lb ; 
P acos’o + 2bcospsino + csin‘o  cos’o{a + 2btango + ctang’o) 


L’aire A sera exprimée par l'intégrale 
i frd=: [= : dtango up te etangg—yD +b t 
a+a2btange +ctange 8) \VD+6+ ctango / 
xe | Be 
prise entre les limites © = 0, et o = arc tang Sippy Ona donc 
Lt [ acU + (/D —b)(T—6U) aoe VD — b\° 
8 VD (VD +b)(T —bU) + acU VD +b 


ame T+ /DU 7 
8ÿD \T—VDU 
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On a donc, en ayant égard à l’équation T? — DU? = e?, 
Fi = 
Arf + VD); 
2VD ce 


de telle sorte que l’équation (I) devient 


KM T _ : 
+ yD) +Me=m (lime =o pourM=o.) 


2 af VD : # 


6. Supposons que la forme (a, 5, c) soit proprement primitive. On 
“verra, comme dans le cas où D est négatif, que les valeurs de x et de y 
qui donnent à cette forme des valeurs impaires sont toutes comprises 
dans deux couples de progressions (c) ou (c’). Faisant donc K=2, 
a= B= 2, etremarquant que e=1, ona 


| Ae = 
(V) —— 1(T+UyD) +Mc=m, 

4VD 
m désignant le nombre des systèmes de valeurs des indéterminées æ et y 
qui, satisfaisant à la double inégalité 


7 ESS 
(A’) 0YET hu” 


donnent à la forme (a, b,c) des valeurs impaires et inférieures à M. 
Nous pouvons ajouter que toutes ces valeurs seront positives; car de 
l'inégalité ( A’) 

ax>(T—bU)%, ax + by > ar 


on déduit 


T?— DU?) 7 
a(az?+ 2bay + cy") = (ax + by — Dp OEY 


2 


a(ax'+ 2bxy + cy") i 


Comme nous supposons a > 0, nous avons 


az? + 2baey-+cy’ >o. 


172 NOMBRE DES CLASSES DE FORMES QUADRATIQUES 


IL. 


7. Désignons par Q l’ensemble des formes quadratiques 
(a, b,c), {a'sbie)} (a”1bheires 


propres à représenter toutes les classes du même ordre primitif de 
déterminant D; par À le nombre de ces classes, par 7’, m’,... les nom- 
bres qui, pour les formes (a’, 0’, c’), (a”, b”, c”),..., ont la même signifi- 
cation que le nombre m pour la forme (a, b,c). De plus, sile détermi- 
nant est positif, nous supposerons les premiers éléments a, a’, a’,... 
positifs. Enfin, quand le déterminant est négatif, nous ne considérons 
que les formes positives. 

Si les K systèmes de progressions (c) ont été choisis de manière que 
les valeurs (a, 6, c) soient tous les nombres premiers, relativement à 
un nombre donné A, et qui peuvent étre représentés par cette forme, le 
nombre m dans les formules (II) et (IV) sera le nombre des représen- 
tations par la forme (a, b, c) des entiers premiers avec A, inférieurs a 
la limite M, et qui, sile déterminant est positif, satisfont en outre aux 
inégalités (A’). 

Supposons que, pour donner aux diverses formes Q toutes les valeurs 
premieres avec A dont elles sont susceptibles, il faille prendre les va- 
leurs des indéterminées x et y dans K systèmes de progressions tels 
que (c), et que ce nombre K, ainsi que les raisons a, 6 des progres- 
sions, soit le même pour toutes ces À formes Q; les équations (II) 
et (IV) subsisteront pour chacune de ces formes, et l’on en déduira par 
addition les deux suivantes : 


KArM Kh Te View 
I = +Me= im, slots 5) =D; 
(1) (2) ee ip re VD) + Me m, 


dans lesquelles Sin exprimera le nombre de toutes les représentations 


des nombres entiers premiers avec A et inférieurs à la limite M, qui de 
plus, si le déterminant est positif, satisfont à la double inégalité (A’), 


pour la forme (a, b, c), et à des inégalités semblables pour chacune 
des autres formes. 
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“8. Soient e?, e? e’”,... tous les diviseurs carrés, autres que 1, d’un 
nombre impair », et désignons par a(n) le nombre de toutes les solu- 
tions des diverses congruences G 


x?== D (mod.n), a = (mod. Es) 
=D) (mod. 2), 2=D (mod) s+ 
: eS e 


Si D est négatif et différent de — 1, le nombre des représentations den 
par l’ensemble des formes Q, qui représentent l’ordre proprement pri- 
mitif de déterminant D, sera 2a(n); il sera 4a (n), si D——1.SiD 
est négatif et différent de — 3, et que les formes Q représentent l’ordre 
improprement primitif de déterminant D, le nombre des représen- 
tations de 27 par l’ensemble des formes © sera 25 (7); il sera 6a (7) 
siD= — 3. 

Ces théorèmes sont une conséquence immédiate des principes établis 


par Gauss, relativement à la représentation des nombres parles formes 
(Disq., n° 180 et 181). 


9. Si D est positif, le nombre des représentations de n ou de 27, sui- 
vant que l’ordre Q est proprement ou improprement primitif, est égal à 
& (n), pourvu que chaque représentation soit assujettie à vérifier l’iné- 
galité (A’), (6). 

Soit N l’un quelconque des quotients . _ = ‘+> et désignons par w 


le nombre 1 ou le nombre 2, suivant que l’ordre Q est proprement ou 
improprement primitif. Si le nombre des représentations propres 
de wo N par l’ensemble des formes Q est égal au nombre des valeurs di- 
verses de l’expression ÿD (mod. N), et qu’on ait égard au n° 181 des 
Disquisitiones, on conclura immédiatement que le nombre de toutes les 
représentations, tant propres qu'impropres, du nombre wn par les 
mêmes formes Q est égal à & (n). Or c’est ce qui a lieu quand toutes 
ces représentations sont assujetties à vérifier les inégalités (A’). En 
effet : 

Toutes les représentations propres de wN qui appartiennent à une 


même valeur, l’expression ÿD (mod. N), sont données par une seule 


174 NOMBRE DES CLASSES DE FORMES QUADRATIQUES 
forme (a, b,c) du système Q, et se déduisent de l’une d’entre elles 
(a, B), au moyen des formules 


[or = at, —(ba+cB)uU,, 
© Ya = Bt, +(aa + bB) up, 


w= (E+ VD) (VD): 
2/D\® © 2/D \® © 


dans lesquelles nous supposerons « positif, ce qui est permis, puisque 
nous ne cherchons que les représentations dans lesquelles x et y sont 
des nombres positifs. Or, parmi les représentations déterminées par ces 
formules, il y en a toujours une et une seule qui vérifie la condition 


VA T — bU 


au Re 


Il / 


(A’) osy 


En effet, on déduit des équations (a), entre deux représentations 
consécutives Xp, Yn, Ct Xp4, Yn, les relations 


oe, Tr; — (bxss, + Crea) U, OY = Ty = (ax nn by,-1) U, 


qui résolues par rapport à y,_, donnent 
(8) © Yn = Yn(T — 6U) — aUx,. 


Si x, et y, vérifient la double inégalité (A’), l'équation (8) donne 
Yn1 £0; et réciproquement, si l’équation (GB) donne pour y,_, une va- 
leur négative ou nulle, tandis que y, ne sera pas négatif, x, et y, véri- 
fieront les conditions (A’). Or il y a toujours une valeur de zn, et une 
seule, qui fait succéder dans la série des valeurs de y, une valeur posi- 
tive à une valeur négative ou nulle. Pour le démontrer, nous mettrons 
l'équation 
ac? + 2b «8 + cB—= N 
sous les deux formes 


(aa+bB}—DB—=aN, (cB+ba)?— Da —0cN, 


er 
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fone EURE sr es 
d’où, à -cause des inégalités a > 0, c<o, N >0, & > o, on conclut 


VE <0 VE 


la valeur numérique du rapport “oe est donc supérieure à VD, 


i 
tandis que —; ou 
Un 


peut prendre une valeur numérique aussi rapprochée qu’on le veut 


de VD, qui est sa limite pour 2 — + © : done, pour deux valeurs den, 
numériquement très-grandes, mais de signes contraires, le produit 


(y) BU, (a SE) =n 


prendra deux valeurs de signes contraires; car le dernier facteur aura 
le signe de son second terme, tandis que w, change de signe avec n. 
Nous pouvons donc supposer que la valeur particulière 8 de y, soit po- 


sitive; dès lors, quand n variera de — © à + æ , y, d’abord négatif 
finira par devenir positif; car de l’équation 


aa + bG _ (ba + cp) 


N 
a as 


on conclut, quand B est positif, que ee 


termes du premier membre, est positif : les valeurs de y,, qui corres- 
pondent à des valeurs positives de 7, seront donc elles-mémes positives. 
Nous pouvons donc supposer que f est la première de ces valeurs po- 
sitives, de telle sorte qu’on ait y_, <0; l'équation (6) 


» le plus grand des deux 


wy = BIT — EU) — aa 


donnera 5 
2 a 
a ae Ua 
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Il existe done une représentation (x, 6) de N, qui, appartenant à la 
valeur considérée de l'expression yD (mod. N), vérifieles conditions (A), 
et il n’y en a pas d’autres, car pour toutes les valeurs positives de » 
ya reste positif: il n’y a donc plus pour y, de passage du positif au né- 
gatif, ce qu'il fallait démontrer. 


10. Les résultats obtenus dans les deux numéros précédents peu- 

vent se résumer dans ces deux théorèmes, où nous désignerons indéfi- 
5 - . ‘ À M 

niment par 7 tous les nombres impairs compris entre zéro et — et par 


& (n) le nombre de toutes les solutions des congruences G. 


° La valeur de Ÿm dans l'équation (1) est égale à 2 Ÿa(n), ex- 
cepté quand D =1, si l’ordre Q est proprement primitif, et quand D —3, 
si l’ordre Q est improprement primuuf. Dans le premier cas Ÿ m = 4So (n) 
tandis que dans le second Sin = 6a (n 


2° La valeur de D m dans l'équation (2) est toujours égale à Yo (n) 


i. 


11. Quand les formes © représentent l’ordre proprement primitif, 
nous avons vu que, pour leur donner toutes les valeurs impaires dont 
elles sont susceptibles, il faut prendre x et y dans deux couples de pro- 
gressions (c) ou (c’). Chacune des formes Q donne lieu à une équation 
semblable à l'équation (III) ou à l’équation (V). L’addition de ces équa- 
tions nous donnera l’une des deux formules 


hrM Le hM 
(3) 5 +Ma= = im (4) ip (t+ UD) wih ee “Sn, 


dans lesquelles » est une variable qui s’évanouit avec a et la somme 
yim a la valeur déterminée dans le n° 10. 


Désignons par 4’ le nombre des classes improprement primitives de 


A 


\ 


LU 
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déterminant D, et par T’, U’ les plus petits nombres entiers qui véri- 
fient l’équation 

Tse DU 24 


Pour établir les formules qui correspondent dans ce cas aux équa- 
tions (3) et (4), nous allons d’abord résoudre ce problème : 

« Trouver le nombre K des systèmes de progressions a = 2u + 7, 
y = 29 +0, dans lesquels on doit prendre æ et y pour que la forme 
improprement primitive (a, b,c) recoive toutes les valeurs impaire- 
ment paires qu'elle peut représenter. » 
| Comme toute forme improprement primitive peut représenter une 
_-infinité de nombres impairement pairs, et que toute classe peut être re- 
présentée par une forme dont le premier élément soit l’un quelconque 
des nombres représentés par cette classe, nous pouvons supposer que 
dans les formes Q les nombres a, a’, a”,... soient impairement pairs. 

Si le déterminant 6? — ac =D est de la forme + 8/ +1, ac est divi- 
sible par 8; et comme a est simplement pair, { a sera impair, et $c 
pair. Pour que le nombren= $ ax? + bay + 4cy? soit impair, il faut 
que les indéterminées x, y soient prises dans le systeme unique 
C= 204-1, y= 29: 0n a donc /K 1% | 

Si, au contraire, Dest de la forme + 8/+ 5, ac sera de la forme 
8m +h, et par conséquent les deux nombres £a, $c seront impairs. 
Le nombre n sera donc impair si les indéterminées x et y sont prises 
dans l’un des trois systèmes 


CERTES sages (ea 2u, 


5 ee ae 13 PRE IPS P—=2Y "El. 


On a donc dans ce cas K=3. 


12. La valeur de K étant la même pour les /’ formes Q, nous pou- 
vonsappliquer les formules(r)et(2) dun°7, eny faisanta —f = =a, 
et remplaçant A, T, U par ’, T’, U’. De plus, pour que la limite par 
rapport au nombre impair 7m soit la même dans les deux ordres primi- 
tifs, nous remplacerons la limite M de 27 par une valeur double 2M. 
Nous avons ainsi 


Kh'rM ve WKM,/T U — LAS 
(5) air, 2Mn = mi, (6) Fp! (> + = V5) +2Mn= Sm. 
33 
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Puisque dans ces formules Ÿm a la même valeur respectivement que 


dans les formules (3) et (4) (voir n° 10), en exceptant le cas où 
D = — 3, nous pouvons égaler les premiers membres, puis passer à la 
limite aprés avoir tout divisé par M. Nous obtenons ainsi les deux 


équations 4 
h—=Kh', siD est négatif et différent de — 3; 


ren) 


2 2 
\ 


—__—_——, siDest>o. 
ICT + UD) | 


hes K i’ 


Pour D = — 3, on a (10) 


Ÿm— 2 a(n) 


dans la formule (3), tandis que dans la formule (5) 


Vin=6) 5 (n); 


She 


on aura dans ce cas ~ 


. Or nous avons trouvé (11) que K est égal à r ou à 3 suivant que D 
est de la forme + 8/+71, ou de la forme + 87 + 5. Nous pouvons 
donc énoncer ce théorème : 


Le nombre des classes pour un déterminant négatif est le même dans les 
deux ordres primitifs, si le déterminant changé de signe est de la forme 
81+ 7;-si, au contraire, il est de la forme 8 l + 8, l’ordre proprement pri- 
mitif contient trois fois plus de classes que l’ordre improprement primitif. 


Le déterminant D — — 3 fait exception; les deux ordres primitifs 
de déterminant — 3 renferment chacun une seule classe. | 


13. Si D est positif et de la forme 87 +1, l'équation 
T?—DU"=4 
n’admet pas de solutions en nombres impairs; on a donc 


T <0 Tete D; 


\ 
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et comme dans ce cas K —1, la formule précédente donne h=/’. 
Donc 
__ © Pour un déterminant positif 8 / +1, les deux ordres primitifs ren- 

ferment le même nombre de classes. » 
SiD = 8/+ 5, K — 3; mais il faut distinguer deux cas, suivant que 
l’équation . 
T?— DU" — 4 


est possible, oui ou non, en nombres impairs. Dans le premier cas, on 
aura la relation 


— TT TT TENTE 
T +UYD — (S+5¥D)> 


d’où 
| aps LR 
(> ae yD) aay K hh’ h' 
— SE) = = 
I(F+HUVD) 3 3 


Dans le second cas on aura 


(Wee Sythe Ue 2U, 


et par conséquent h = 3h’. Donc 

Pour un déterminant positif 81-+- 5 le nombre des classes propre- 
ment primitives est ou égal à celui des classes improprement primitives, ou 
triple de ce dernier nombre, suivant que l'équation 


T?— DU = 4 


n'admet pas de solutions en nombre impair, ou qu’elle en admet. 

Gauss fait remarquer que, sur 75 nombres de la forme 8/ + 5 et in- 
férieurs à 600, il y en a 16 pour lesquels l’ordre proprement primitif 
renferme trois fois plus de classes que l’ordre improprement primitif, 
et 59 pour lesquels les deux ordres primitifs admettent le même nombre 
de classes. 


y 


14. Les équations (1) et (2) déterminent aussi le rapport des nombres 
de classes pour deux déterminants dont le rapport est un carré. Pour 


l'obtenir, nous devons d’abord résoudre le probleme suivant : 
23. 
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« Déterminer lenombreK dessystèmes de progressions æ = 2pu+}, 
y = 2pv + d, dans lesquels il faut prendre les indéterminées x, y, 
pour donner à la forme proprement primitive (a, b, c) toutes les va- 
leurs premières avec 2p dont elle est susceptible. Nous désignons par 


p un nombre premier impair. » 

Comme les résidus y et à doivent être pris dans la suite 0, I, 2, 
3, 4,..-, 2p —1,le nombre de tous les systèmes possibles est 4p; mais, 
pour obtenir le nombre K, il faut retrancher de 4 p° le nombre de tous 
ceux de ces systèmes qui rendent (a, b, c) divisible par 2 ou par p. Or 
ona ; 

a(ax’?+ 2abay+ cy?) = (ax + by} — Dy’ =an. 


Comme le nombre a est impair, on ne peut rendre x impair qu’en pre- 
nant y etd dans l’un des deux systèmes 


y= ab-+-1, C= uy Ou Y=2È FER c= 2H Fr. 


Dans le second système « est égal à 1 ou à zéro, suivant que cest pair 
ou impair; mais il faut exclure de ces deux systèmes toutes les valeurs 
de & et y qui vérifient respectivement les deux congruences 

[a(2— +1) + 26n}?— 4D n?=0 (mod. p), 
[a(2&+ a) + b(24 +1)]? —D(2n +1)?=0 (mod. p). 


D 
1° (=) = —1. Chacune de ces congruences n’admet qu’une seule 
solution, savoir la première 
AD Bel Py, 
et la seconde 


2N +1 =p, 2Ë+a—pouo, suivant que &— 1 ou 0; 


done 
K = 2 p*’— 2 = 2 (p?=1). 


D 
2° (5) — 1. Pour chaque valeur de » comprise entre 1 et p—1, in- 


clusivement, la première congruence fait correspondre deux solutions, 
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tandis qu’il n’y en a qu’une seule quand n — 0, savoir 
3 


Wel a Ny 
= 2 


De même la seconde congruence donne une seule solution quand 
— I 
1 =P—, et deux pour toutes les autres valeurs. Le nombre des solu- 


tions de chaque congruence est donc 


LT 
x. 


SUP pi 2p —1; 
done 
"4 K=—2p°—4p+2—2(p—1}. 


3° D—o(mod.p). Les deux congruences considérées se réduisent 
aux suivantes : | 


a(2Ë+1)+2bn=0o, a(2Ë+a)+b(2n +1)=0 (mod.p). 


Pour chaque valeur de », chacune de ces formules détermine pour é 
une valeur unique; ce qui fait en tout 2p solutions. Donc 


K = 2p’— 2 p= 2p(p—}). 


15. Cette valeur de K étant indépendante des coefficients de la 
forme (a, b, c), nous pouvons appliquer ici les formules (1) et (2) en 
y faisauta = 6 — 2p. 

Prenons d’abord deux déterminants négatifs D et Dp’. Désignons 
par A’ le nombre des classes proprement primitives pour le dernier dé- 
terminant, et par K’ le nombre des systèmes de progressions 2pu + 7, 
apy + 9, dans lesquels il faut prendre les valeurs des indéterminées 
pour obtenir tous les nombres entiers premiers avec 2p, qui peuvent 
étre représentés par les formes proprement primitives de déterminant 
Dp?. Enfin désignons par a, (7) le nombre de toutes les solutions des 
congruences 


(G) x'=Dp'(mod.n), æ=Dp (mod. À); at =Dp (mod. 7)... 


qui correspondent aux congruences (G) du n° 7. Comme le module » 
est premier avecp, toutes ces congruences admettent les mêmes nom- 
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bres de solutions que les congruences (G) auxquelles elles corres- 
pondent respectivement. On a donc a, (r)=5 (n), et par suite D m 


conserve dans l'équation (1) la même valeur, quel que soit celui des 
deux déterminants D et Dp? auquel on l’applique. On aura done 


Khar K’h'n Stead Wits 
Se) “Pal eg eee; 


VD 4p' D, 
d’où 
h'= ph = 


Or, d’après le numéro précédent, K’ = 2p (p —r) (3°), tandis que 
K a l’une des valeurs 2 (p? —1), 2(p —1)? ou 2p(p—1t), suivant que 
, D D 
l'on a (=) = —1, (=) =-+1, ou D=o(mod.p). Ona donc res- 
pectivement dans ces trois cas 


W'=(p+ijh, h'=(p—1)h, h'=ph. 


On peut réunir ces trois formules en une seule 


o [O3] 


pourvu que l’on convienne de réduire à zéro le symbole (7 ) quand D 
est divisible par p. 


16. De même, quand D est positif et qu’on applique l’équation (2) 
aux déterminants D et Dp’, on reconnaît que Sim a la même valeur 


dans les deux cas; car les raisonnements précédents pour établir l’éga- 
lité &, (nr) = w (n) sont indépendants du signe de D. Nous avons done 


KAM _KA'M 
1(T+4-U D) )+ Me l(T ! D re 
Sp VD ( VD ~ Bp yD (T’+U' p yD) + Me’; 
d’où 
(8) h’ = hp [= (2 E A Abel VD) 
PI (TU pÿD) 
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T’ et U’ désignant les plus petits nombres entiers et positifs qui véri- 
fient l’équation 
Te — p? DU? =1. 


17. Le rapport des nombres de classes proprement primitives pour 
deux déterminants D et 4D se déduit immédiatement des formules (III) 
et (V), en remarquant que, les deux congruences 


# =D( mod. a) et x? ==4D (mod. =) 
e 7 e 


‘ - ayant le même nombre de solutions, Ÿ 7 conserve la même valeur 


quand on passe du déterminant D au déterminant 4D. On a done 


hr hr h = h’ mo 

— = —— +e —6 ——1(T+ UVD)E —— 7 (T'+aU VD)+e — «, 
2 VD, 4 VD, , 4 VD ( yD) 8 VD ( 2 VD) € € 
d’où, en passant à la limite, 
‘(T+ UD) 


eae, st Do. 
i(T’+-2U' VD) = 


(9) A=2h, si D=— Dios h'= oh 


T’ et U’ sont les plus petits nombres entiers et positifs qui vérifient 
l'équation 
T? — 4 DU” =r. 
18. Les formules précédentes conduisent sans peine au rapport des 
nombres de classes pour deux déterminants D et DS?. Soient k et h’ ces 


_ deux nombres, et 
Son D nid dre: 


Pp» p’,-.- désignant des nombres premiers diviseurs de D, g, q’,... des 
nombres premiers non diviseurs de D. On passera du déterminant Dau 
déterminant DS?, en multipliant successivement par les carrés des fac- 
teurs premiers de S, et à chaque multiplication les formules (7), (8) 
ou (9) feront connaître comment varie le nombre des classes. 
Supposons D < o. On passe du déterminant D au déterminant 2*’D, 
en multipliant » fois par 4. Chaque multiplication double le nombre 
des classes. Le nombre /, pour le déterminant 2*’D sera donc 2". 
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On passera du déterminant 2?” D au déterminant 2*’p**D, en multi- 
pliant « fois par p?. Comme à chaque multiplication le nombre des 
classes est multiplié par p, il devient 2”p*h. Il en est de même pour 
les autres facteurs p’, p’,..-. Posons 2° 22% np’... D) =D, ; le nombre des 
classes de déterminant D, sera donc 2"p*p'*...h. 

Or on passe du déterminant D, au déterminant D,g* en multipliant 
B fois par g?. A la première multiplication le nombre des classes est 


multiplié par ¢g [1 () “| et à chacune des multiplications sui- 


vantes il est multiplié par g. Il deviendra donc 


real (PE 


De même, lorsqu'on multiplie le déterminant par g", q 
le nombre des classes est lui-même multiplié respectivement par 


g° | :— (=) rat ME — Er) wpe On a donc l’équation 


(10) w= hsm] 1— (7) = 


où IL indique le produit de toutes les valeurs que prend le binôme 


728" 
san ay 


D\ 1 ; ; ‘ ae 3 ies ‘ 
re og om lorsqu’on égale g aux diviseurs premiers inégaux de S, qui 
ne sont pas en méme temps diviseurs de D. 

19. Pour un déterminant positif D, nous poserons 
Mes DCE Wh... Ms 


en désignant par m, m’, m”,... tous les facteurs premiers tant égaux 
qu'inégaux, du nombre S; et nous représenterons par T, U;t, v; 7, v'; 
t”, v”;.... I’, U’ les pius petits nombres entiers et positifs, qui véri- 
fient respectivement les équations 


T?—DU=1, 2?—Dmiv=1, t?—Dm'm? vy? =1, 


t?—Dm'm"? my =1,... T?7—DSU"? =1,. 


Lorsqu'on passera du déterminantD aux déterminants D m?, Dm? m’, 


tall 
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2 e on LA 
Dm? m’? m’?,... DS?, le nombre des classes À sera multiplié successive- 
ment (16) par les facteurs 


lhe A ra tart 
m| (r=) or i(c+um\D) 


—_— ———————  —— 0 


c+ v'mm' VD) 


( 
m'| (ra) æ | I(r + v'mm' D) 


JI(r + mmm" VD) 


— 2 DS l (= Are 5) 
5) FRE Se 
m / ml (T7 +U'SyD) 


On aura donc, en supprimant les facteurs communs, et réduisant à 


zéro le symbole G ) quand M est divisible par p, 


(in) pie he peak GS ee ae 


Les formules (10) et (11), jointes aux résultats obtenus dans les n° 12 
et 13, ramènent la recherche du nombre des classes de formes qua- 
dratiques de même déterminant et de même ordre au cas où le déter- 
minant n’est divisible par aucun carré, et où l’ordre considéré est pro- 
prement primitif. Elles font aussi connaître le rapport des nombres de 
classes pour deux déterminants dont le rapport est le carré d’un 
nombre rationnel quelconque. 


Ne 


20. Posons D =S?@, S? désignant le plus grand carré qui divise D, 
et continuons à exprimer par w(7) le nombre des solutions de toutes 
les congruences G (n° 8). Les recherches suivantes ont pour point de 
départ la formule 
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dans laquelle le signe > s’étend à tous les diviseurs de 7, désignés in- 


définiment par z. Quand le nombre nest premier à 2D, elle revient aux 
deux théorèmes démontrés par Dirichlet au paragraphe VII du Mé- 
moire cité (Cretxe, t. XXI, p. 1). Mais nous avons besoin de l’étendre à 
des valeurs impaires quelconques de », dans le casouS=r. 

Nous allons d’abord la démontrer pour une valeur quelconque $, 
mais en supposant n premier à 2D. Nous reproduisons cette démons- 
tration de Dirichlet pour ne pas obliger le lecteur à recourir à un re- 
cueil étranger. 

Supposons d’abord que tous les facteurs premiers de 7 soient divi- 
seurs de la formule æ? — @; et posons 


hy phe ph 
tay, t,t wae 


Chacune des congruences x? — ®==0 (mod. À) admet un nombre de 
solutions égal à 2", en désignant par p. le nombre des facteurs premiers 
inégaux du quotient = Tout se réduit donc à faire la somme des di- 
verses puissances 2", qui correspondent à toutes les valeurs différentes 


nr ° L4 A 
de =: Pour cela, considérons le polynôme 
Ki of" + oy Are + 2 f r+ ae 


qui doit étre continué tant que les exposants ne sont pas négatifs, et 
dans lequel le coefficient du dernier terme est supposé égal à 2 ou a1, 
suivant que l’exposant de ce terme est 1 ou o. Le produit développé 
de ce polynôme et des polynômes analogues relatifs à f,, f,,... étant 


ee? t n 
évidemment composé de tous les termes de la forme 24 — a? On ob- 


tiendra la somme des puissances 2" en remplaçant les nombres fj, f,, 
Ja... par Vunité. Mais par ce changement les nombres F,, F,,... 
deviennent À, +1, A.-++1,.... Done la somme cherchée est égale a 


(A, +1) (A, +1) (A, +1)..., c’est-à-dire au nombre des diviseurs de 7. 


Comme ce dernier nombre est égal à D QI le théorème est démon- 
tré dans ce premier cas. 
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Supposons maintenant 


Vs ff FRE 


en désignant par gles diviseurs premiers de n dont © n’est pas résidu. 
Parmi les congruences G, dont la forme générale est 


xæ'=D (mod. =) 
€ 


il n’y aura de possibles que celles dans lesquelles le quotient = ne ren- 


ferme que des facteurs du premier genre /. Pour que cette condition 
soit remplie, il faut que e? soit multiple de g* g”..., ce qui exige que 
tous les exposants v,,v.,... soient pairs; et dans ce cas 


w (nm) = (Ay +1) (Ap +1) (As +1)...3 


si au contraire l’un des exposants v,, v.... est impair, aucune des con- 
gruences G n’est possible; de sorte que a (n) = 0. Nous devons donc 
(Q) PTE 

] D So : À 9 eee 
prouver que la somme ; ) se réduit à (4,+-1) (A, +1) (As-+1) 
dans le premier cas et 4 o dans le second. Pour cela faisons le produit 
des polynomes 
tt fit fy eet fie, Ib ft fy hit fee AE BE ey tite 


dont les termes sont les diviseurs de n. L’un quelconque de ces divi- 


K 
nombre des facteurs g contenus dans K est pair ou impair. La somme 


seurs étant désigné par K, on a (&) ==1 ou (à) = —1,suivant que le 


D (2) est donc égale à la valeur que prend le produit 


(fit f+. +f") (It fit fot tf) (t+ git gi tee tg). 
lorsqu’on y remplace f,, /2,.. par 1, gi; 8»... par — 1; donc 


(2) nt 


Zl 2 2 
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Or il est évident que cette expression se réduit à (à, +1) (Ag Hi) 
quand tous les exposants »,, v2,--- sont pairs, et à o quand l’un de ces 
exposants est impair. Donc: 

Taéorème. — Si D = @S?, S? désignant le plus grand carré que di- 
vise D, et que & (n) représente le nombre de toutes les solutions des con- 
gruences 


(G) 2=D(mod.n), x’ =D (mod. 2), æ =D (mod. 2)... 


dans lesquelles n est un nombre premier avec 21), dont tous les diviseurs 
carrés, autres que 1, sonte*, e,..., le nombre x (n) est exprimé par la 
formule 


(12) ; a(n)=S(2); 


où la somme D doit être étendue à tous les diviseurs 1 de n. 


Ce théorème, combiné avec celui du n° 10, donne les deux théorèmes 
de Dirichlet. 


21. Soit S=r, et par conséquent D =@. La formule (12) subsiste 
dans le cas même où 2 n’est pas premier avec @, pourvu que l’on con- 


e Là Ld “ L (@] . > . 
vienne de réduire à zéro le symbole » lorsque z n’est pas premier 


Fa 
avec ©. En effet, posons 
N= We 


n' désignant un nombre impair premier avec @, K et / ne renfermant 
que des facteurs premiers diviseurs de @, et K n’étant divisible par 
aucun carré. La congruence 


w=) (mou. à) 
€ 


tke : A \ . n à 
est évidemment impossible, si le quotient = renferme le carré d’un fac- 


teur premier de @; elle n’est done possible qu’autant que e = pl. Les 
seules congruences possibles parmi les congruences (G), sont donc celles 


POUR UN DÉTERMINANT DONNÉ. 189 


e j 4 i 
qui se rapportent aux modules n’'K, a om ++» Done 


w(n)—=w(nK). 


D'ailleurs le nombre des solutions de la congruence 


est le méme que celui de la congruence 
® n' 
Ki? = K (moa. =] À 


car dans la première congruence x doit être divisible par K. Or les 
deux congruences 


/ / 
Ka (mod. #), et x =0 (mod. ) 
K pb t 


admettent le même nombre de solutions. Comme en outre les diviseurs 
carrés p.”, m'',.. de n’'K sont les diviseurs de »’, le nombres (r’K) 
de toutes les solutions des congruences 


! ! 
x’=@(mod.n'K), (moa. +), ( mod. ES 
l te 
est le même que le nombre de toutes les solutions des congruences 


, ! 
x? ==(@®(mod.n’), (mod. %), mod.) 
Be i 


On a donc 


Or la formule (12) est applicable au nombre 7’. D’un autre côté, la con- 


vention qui réduit 4 zéro le symbole (©) quand les nombres @ et z ne 


° # L @) à d SY 
sont pas premiers entre eux, réduit la somme — ]» étendue a tous 


les diviseurs z de n, aux seuls termes qui se rapportent aux diviseurs 
de n’. On a donc toujours 


w(nj=) (©): 
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Su (2) 


22. Proscème. — Trouver la limite du rapport , quand p. croit 


indéfiniment, et que la somme indiquée au numérateur s'étend à toutes 
les valeurs impaires den, qui ne surpassent pas la limite p.. 
En remplaçant a(n) par la valeur que nous venons de trouver, on 


obtient ¥ a(n) =» ey ($): 


La première somme se rapporte au nombre impair x, que l’on fait 
varier de rap, et, pour chaque valeur de », la seconde somme s’étend 
à tous les diviseurs i de n. Or le nombre de fois que le même terme 


(©) entrera dans cette double somme est égal au nombre des termes 


divisible par z dans la suite des nombres impairs 1, 3, 5,... qui ne sur- 
passent pas la limite x. Or, en supposant p impair, ce nombre est 


E (4°) » E(æ) désignantle plus grand nombre entier contenu dans æ. 


En effet, posons 
fe IT K +2r—I. 


La suite des nombres impairs 1, 3, 5,..., p pourra se partager en 
groupes dez termes chacun, à l’exception du dernier groupe qui n’aura 


que r termes : 
Lu or D soie Sn Set. 


Bt, LT 940.10 | yf ees 
(2K—2)i+1, (2K—2)i+3,..., (2K—1)i,..., 2Ki—1, 
2Ki-+1, 2Ki+3,..., aKi+ar—1, 
Chaque groupe dez termes contient un multiple de z, et un seul, 


tandis que le dernier groupe n’en contient aucun si r < a. et un seul 


2 ttl 3 : : : : 
sir2 ——: Le nombre des multiples impairs de ¢ compris entre 1 et p. 
est donc K dans le premier cas, et K +1 dans le second cas; or c’est 
aussi la valeur de la formule E (5) ; car on a 

21 


TT 


B (ET) ae (AR nie _2 
1 


21 
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Nous pouvons donc poser 


D mire Dre) 


Soit p —8@n° —1, et partageons la somme précédente en deux 
parties, l’une comprenant toutes les valeurs impaires de i, comprises 
de 1 à 8@n—1,etl’autre s'étendant de 80n-+1 à 8 On? — 1. Celle-ci 
pourra se partager en sommes partielles dont chacune s’étendra aux 
valeurs de : comprises entre deux multiples consécutifs de 8@; elle sera 
ainsi exprimée par la double somme 


n°—1 8D—1/@ 8K O+pu+l 
A ae A no oe 
Salil nes @ E ( 16K D + al } 
dans laquelle nous écrivons fe au lieu de Re) à cause de 
q a BKO+1 


Pégalité de ces deux expressions. 


i | 8K 
Si, pour une valeur de K, le second facteur E a o>) 


16K®+21 
change pas de valeur quand on fait varier / de 1 48 ® —1, la somme par- 
tielle correspondante est nulle; car ona 


» Ze" (#)—e 


D'ailleurs ce facteur ne peut changer qu’une fois de valeur dans l’une 
quelconque des sommes partielles qui, dans la formule(A), corres- 
pondent aux diverses valeurs de K. Supposons en effet que, pour une 
valeur de K, il y ait deux changements de valeurs; désignons par m 
la première valeur, et posons, pour abréger, 8K@ +-1=p; on aurait 
les deux inégalités 


MSP PERD SAR of run 
2 p +16® — 4 


mi ES m, mMm—i> 

d’où 
m+p ptp+8O—2 
2p 2p + 16@—4 
(B@—2)>p(ap+16®— 4), 


nr (1), 


et a fortiori 
8n®.8D>2p}>>28P° 1, 


2 
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puisque K2n. Cette inégalité étant impossible, le second facteur 
dans la formule (A) ne peut changer qu’une seule fois de valeur dans 
l’une quelconque des sommes partielles qu’elle renferme. Soit fla va- 
leur de / pour laquelle s'opère un changement de valeur. On aura, en 


se rappelant la formule (B), 
8®—-' (®) » (ve + 8K@ +1 =mŸ (?) él QUES (?) 
> (?) ( 16KD +20 ] — l if l 
Là Dirt ?) = (? I 
half € _~ 7) 
La valeur numérique de cette somme partielle est donc inférieure à 2, 
et, par conséquent, on pourra l’exprimer par la formule 2¢@, ¢ dési- 


gnant un nombre compris entre —1 et +1. 
Or pourK=rnona 


p+ 8nQ+1 1 
( 16n D + 2 )<inær, 
et pour K = 7° —1, 


1=8® 1 td = 


16K EP + 24 


donc, dans l’étendue de la somme (A), ce facteur ne peut pas changer 
de valeur pour un nombre de sommes partielles supérieur à ~n. Cha- 


cune de ces sommes partielles ayant une valeur numérique inférieure 
à 2@, et toutes les autres se réduisant à zéro, on aura 


Po ®\ p(pti\ 
D (PNA (ED = 


e étant compris entre —1 et +1. D’un autre côté, 
82Q—1 / ‘ mæ+i\ 1 @\pe 1 ® 
> (P)e (435) =, D (9)5+15 (7) RU Le 


chaque produit (?) étant inférieur à l’unité, tantôt positif et tantôt 


, . . Ver / . g we . 
négatif, il est évident que la somme > (©) & est inférieure numéri- 
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quement au nombre de ses termes 4n@. On a donc 


ONE ECS 


\ 


é Le, étant compris entre —1 et +-1. Si l’on divise par p= 8n?®—1, 
> A ° * . 
et qu’on fasse croître 7 indéfiniment, on trouve 


3 Het (©) (As mes ®\1_, Zwin) 
+ im? > oh tery, =>) od nes 

23. Nous avons vu (10) que, pour l’ordre proprement primitif du dé- 
terminant négatif ©, le nombre yn dans l’équation (1) est égal a 
2¥ a(n) ou à 4 So (2), suivant que l’on a — © >1, ou — @ =1. 
De plus, pour nous mettre dans l'hypothèse de la formule (13) où 2 


reçoit toutes les valeurs impaires inférieures à x, il faut (n° 4) poser 
a = 6=K — 2. L’équation (1) deviendra donc 


Te Mn =a Vuln) = Ÿ (O) E +no ta +e 


En divisant par p= 8n? © —1, et faisant tendre n vers © , on obtient 


RE Sue Dh: 
RER :) i 
Cette équation, jointe à l’équation (10), donne, pour exprimer le 


nombre À des classes proprement primitives du déterminant négatif 
@S?, la formule 


CO DICE 


Si © = — 1, il faut doubler le second membre de cette équation. 


24. De même, si @ est positif, l'équation (2), dans laquelle on fera 
a = B = K— », afin que le nombre puisse recevoir toutes les valeurs 
impaires inférieures à la limite M, pourra se mettre sous la forme sui- 
vante : 


hM 
4V® 
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I(T +U yo) +Mn= J oin)=2¥ (2) . + np (4e res 


2 U 
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car 5 m= DCIC fod (n° 10). Or en divisant par », comme précédem- 


ment, et passant à ‘ limite, on en déduit la formule 


= 0e At) P 


qui, combinée avec l’équation (11), donne, pour exprimer le nombre 
. . # . 9, = 
des classes proprement primitives du déterminant @S’, l’équation 


(IEP) 


Dans cette formule, comme dans la précédente, g désigne indéfini- 
ment tous les facteurs premiers inégaux de S, pour lesquels ® n'est 
pas divisible. 


# La ® I La LA LA | 
La convergence de la série Ÿ (7) ; est démontrée par la manière 
même dont nous l’obtenons; mais, comme les modules de cette série 
® I dé 
forment une série divergente, la limite vers laquelle tend r dé- 


pend de la loi suivant laquelle on s’avance parmi les termes positifs et 
les termes négatifs. Dans les formules précédentes, cette série doit être 
_ réduite à sa limite principale, celle vers laquelle elle tend quand on 
prend les valeurs de z dans l’ordre croissant de grandeur; car, dans la 


formule 
= (2)2() 


on ne peut prendre aucune valeur de z supérieure à la limite de p, et 
l’on ne prend aucune valeur de z sans prendre toutes celles qui lui sont 
inférieures. 


25. Comme le nombre des classes proprement primitives / peut se 
‘ déterminer directement, les formules précédentes donnent les limites 
principales des séries que l’on déduit de la série harmonique en affec- 
tant du signe — 1 une partie de ses termes, suivant certaines lois déter- 
minées. Nous en donnerons ici quelques exemples. Prenons d’abord la 


anal 
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formule (14) en y joignant S=1, ce qui réduit à l’unité le produit 


n|r- (2) A. nous aurons 


TN Berson ocean ee 


La seconde formule nous donne la série de Leibnitz 


soit @= —2. Or (=2)=(-y* * =r ou —1, suivant quez est 


de l’une des formes 8n-+1, 3, ou de l’une des formes 8n + 5, 7. On 
a done, comme À =1, 


Pour ® = — 3, on trouve 


T T I I I I I I 
a SI- pH HO te et 
2 V3 Soe) Meaty ee 177 PF10 70623 

I I 
=——— et =——— ont les 
On +1 ot én 4 Pope 
mêmes signes, tandis que les autres termes ont des signes contraires. 


On aura donc, enles ajoutant, 


Dans les deux premières séries, les termes 


(1+ V2) _ I a Soe 1 


De même, en faisant S =1 dans l’équation (15), on en déduit 


Y (2) 1 Al(T+Uyo) 


ae 2 V® 
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soit ® == 3, 
pre js (EM ANE I 1 Sy: 1(2 + V3) 
th pero TA LI 13 17 19 ae V3 


Ces exemples suffisent pour indiquer les applications que l’on peut 
faire des formules précédentes dans la théorie des suites. 


VI. 


26. Quand le déterminant @ est négatif, la transformation de la série 


T ane ; + . 
Ÿ (2) +» que nous désignerons par V, met en évidence une relation 
remarquable entre le nombre des classes proprement primitives du 
déterminant — 7 et l’exposant ps, qui permet de résoudre, au moyen 


de certaines fonctions ©, l'équation 
Apt 27 Eny, 


dans laquelle p désigne un nombre premier de la forme nw +1. Nous 
trouverons, pour exprimer le nombre des classes 2, les mêmes fonc- 
tions numériques au moyen desquelles Cauchy a exprimé la valeur de 
l'exposant 1 (Mémoires de l’Académie des Sciences, t. XVII). Nous 
commencerons par rappeler que la suite 


sind , sinsg,, Singe 
3 5 7 


(1) sing + 


LA “ Tv . 
est égale 47 lorsque 9 est compris entre 2mn et (2m-+1)7, et à 


4 


T . 
ai quand ¢ est compris entre (2m --1)m et (2m + 2), m désignant 
un entier quelconque. 

Si dans la série (1) nous remplacons 9 par = + 9’, elle devient 


(2) cos! — DST RON TEE 
7 


ae 
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< PERL 4 “ T “ T Q 
Cette seconde série est donc égale à oe 7 suivant que l'arc 


T . 
5 + ¢ est compris entre 2mn et (2m-+1)z, ou entre (2 m-t-1)7 et 


(2m 4-2). 


27. Posons dans la série (1) © = j + o' et transformons le résultat 


au moyen de la formule 


sin p (++) an sin p 7 cos! + cosp? sing’ 


2 (ye A eee ys ae 
Nous obtiendrons les deux formules suivantes : 
Saat ae / pot , 
Den Se at RE a Sn EL Ne ie 
a ie 2 V2 
RAP et ’ eg 0 
De TD se nC0S DD =Y (1) ; slat dle oy eli sop 
i re 2 V2 


dans lesquelles f et g sont deux nombres entiers qui vérifient respec- 
tivement les deux équations 


T T 
CARRE (MES T ae. 4 LAS GG) == OT + Wes 
feos = fr +9 pes À D 


où 9” et” désignent deux arcs compris entre o etr. En combinant ces 
formules par addition et par soustraction, on obtient 


FE ee ! T 

(3) e-em, 
pide | i / T 

(4) À et lg (fl 


Dans ces formules les sommations indiquées s’étendent à toutes les 
valeurs impaires de p. 
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Nous emploierons aussi la formule suivante : 


op 


dans laquelle n est un nombre positif impair; (2) est le symbole de 
Legendre généralisé par Jacobi, avec cette condition qu’on le réduise 
à zéro quand p et n ne sont pas premiers entre eux. La somme Ÿ 


s'étend à toutes les valeurs entières de / comprises entre o et ». On 
trouvera la démonstration de cette formule, soit dans le Mémoire de 
Dirichlet (Journal de Crelle, t. XXI), soit dans les Notes X et XI du Mé- 
moire de Cauchy indiqué plus haut (n° 26). 


28. Soit d’abord @ -= — n. Le nombre zn étant impair, on a la rela- 
tion 
© # Le int not ii n+t 
COTON EEE rt) 
donc 


1 


(?) = (=); sin—4{x+3, et (®) ce pe (=), sin=ha+1. 
Or la formule (6) devient 


De EL EUX ES : ; 
SS we RAD Len} (5) yn dans le premier cas, sin — 4x + 3, 


j -, Ne 
D (=) cos (1272) = (=) yn dans le second. 


On trouve donc S abt 


use” DOETCE 
er A ) eos (7%, 


In . 
} Sin—4X +1, 
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Comme la seconde intégration relative à /ne s’étend qu’à un nombre 
limité de termes, on peut renverser l’ordre des intégrations : on a 
ainsi 


AL (1) sin (i277) SE 
= — ) yo sin— 4x +3, 
I l ae (i255) 
AUDE ST 


. pos : air . 
_ Si dans la série (1) nous faisons 9 = > ÿ sera compris entre o et x 


quand / sera l’un des nombres m’ compris entre o et £n; © sera compris 
entre z et 27 quand / sera l’un des nombres entiers m" compris entre 


; (22) 
SIN | z — 
n 


LA a T e 
inetn. Or la somme Ÿ LC LH est égale à z dans le premier cas, 


ny T 


Le: 


dans le second: on a donc, sin == 4x +3, 


v= a(S (5) -E(E)} eémcinen ce 
Or la relation ; 
PA a 


donne 
m” m 
Ds |=: a) 
On a donc 
(6) v= (FG) n=4x+3, o<m'<in, 
| Ur Ne 7 
De même Ÿ (—1) ear ne eat égal a 7 quand / est compris entre 


: 3 3 
o et > ou entre “ etn, et a— > quand / est compris entre ; et a SI 


4 
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done nous désignons par p, p', »” les nombres entiers compris respec- 
tivement dans ces trois intervalles, nous aurons 


=D ee 


Or les valeurs de p. et y” se correspondent une à une par la formule 
p =n—yp; d’ailleurs ona 


done 


D’un autre côté, la formule 


Ss ay 


donne | By 
=i a) ele) Det eee 
On a donc 
(7) - verre) tp à ocpcin. 
29. Soit ® = — 2n: on aura 


DF) OS En iar 


19 Sin =4x@ +, 


Pe 


POUR UN DETERMINANT DONNE. 201 
59 Sin = 4x +3, 


= OX (Dee) 


En substituanc ces valeurs dans la série V, et intervertissant l’ordre 
des intégrations, on obtient 


HZ 
; (saris! doe cos (i777) 
VEN D Es, sin —4x +1 
Vn n u fe 
aie 2lt 
; l (— 1) : sin (its) 
De ee eee 


Z 


La transformation de ces formules, aumoyen des équations (3) et (4), 


donnera 
V — TD (=) ass mn), 


y) [1 + (— 1], 


suivant que le nombre x sera de la forme 4x +1 ou de la forme 
4 x + 3. 

Dans ces formules, les intégrations s’étendent à toutes les valeurs 
de / premières avec n et inférieures à 7; les nombres entiers sont dé- 
terminés respectivement par les deux équations 


ou 


dans lesquelles ¢ et <’ doivent être compris entre o et 1. Or, quand le 


° oe a fr 
nombre / varie de o à ay 


f= 0; gO; 
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2 n, 3n 
quand le nombre / varie de & à = 


f= oO, g=——t; 


- 3n, 5 
quand le nombre / varie de FT à ae 


1 5n, 7Nn 
quand le nombre / varie de aay 
fa, \e=> 73; 
quand le nombre / varie de “ TH, 


{—=4, ==> 


Si nous désignons indéfiniment par Z, 7’, /’, 2”, 7% les nombres entiers 
compris respectivement dans ces cing intervalles, nous trouvons 


= DODOD OR 
DOCS 


Les nombres / et / se correspondent deux à deux par la formule 


De St 


De même, les nombres /” peuvent se partager en deux groupes, les uns 


on n we 
“g et 5» que nous désignerons par /,, et les autres com- 


compris entre 


‘ n° ° ? 
pris entre = et 3? qui seront donnés par la formule n — Z,. On a donc 


()=-2G) 


Fall 
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et la première des deux formules obtenues devient 


(6) v= ES) SC) n=4xe+1, LIL nes 


Les nombres J’ et 1” se correspondent deux à deux par la formule 
l= n — l'; d’ailleurs, le nombre n étant de la forme 4x + 3, ona 


(“= )=-(G) wou S(F)=-¥ (SC): 


30. En substituant, dans la formule 


== (©) does Vu 


les valeurs de V que nous venons de trouver, nous obtiendrons, pour 
exprimer le nombre des classes proprement primitives pour un déter- 
minant négatif @, les quatre formules suivantes : 


I. On; nEKTES, 
i=Ÿ(T) tel: Om <n; 


5 one ° n'—1 . hos 
i désigne le nombre des termes de la suite 1, 2, 3,..., So? QU Ver 


fient la condition (=) = 1, et 7 le nombre de ceux qui vérifient la con- 
dition (=) ib pag 
n 


Il. DEN, NA Er, 


a 26. 
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4 ° n —TI a3 23 
a désigne le nombre des termes de la suite 1, 2, «Act i » qui ve 


rifient la condition (£) — 1, et Ble nombre de ceux qui vérifient la 
relation (£) = — 1. 
à À pu ; " 
Quand le nombre n est premier, « est le nombre des résidus, et f 
celui des non-résidus compris entre o et 77. 


II. O=—\2n, n=éx Hit, 


1 [S-S er arcs 


Si l’on désigne par A et A’ les nombres des valeurs /'et /, qui satisfont 
à la relation (:) = 1, par B et B’ les nombres de celles qui vérifient 
la relation opposée (à) = — 1, la formule précédente peut se mettre 
sous la forme suivante : 


h=2(A—B—A’+B)), 


IV. D—=—-2n, n—=4x+3, 
F En à 
i=2Ÿ (©) sie 


Lorsqu'on désigne par A le nombre des valeurs de /’ qui vérifient la 
condition Ce 

n 
tion opposée, la formule obtenue prend la forme suivante : 


| = 1, et par Ble nombre de celles qui satisfont à la rela- 


h= 2 (À — B). 


31. Cauchy, dans la note XII du Mémoire cité, donne diverses trans- 
formations de la fonction numérique i — 7, qui fournissent autant 
d'expressions diverses du nombre À. On a (p. 696) 


Te =| 2— a AN read || NE {= A: 
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¥ PAS . l l 
A,, A:,... désignant respectivement les sommes > (=) G D (;) Por 
étendues à toutes les valeurs de / premières avec n et inférieures an. En 
désignant ces valeurs par a ou par b, suivant qu’elles vérifient la rela- 


“ol l : i l 
tion a =1, ou la relation opposée (:) == —1,0n aura 


h=i-j=[a- Tete. Sp de 
AOC) CIE EN 


La première de ces transformations se trouve aussi parmi les formules 
de Dirichlet, qui donnent en outre une transformation analogue pour 
chacun des trois autres cas. 

Quand z désigne un nombre premier 4x +- 3, la formule 


vf) 


est équivalente a celle que Jacobi a publiée dans le Journal de Crelle, 
(1832) et qu’il avait trouvée par induction. 

Dans le même cas, où 2 est un nombre premier 4x + 3, Cauchy 
donne une règle fort curieuse pour déterminer la différence 1 — 7, et 
par suite le nombre des classes A: « Soit B; le nombre de Bernoulli 
qui correspond à l'indice z, et n un nombre premier 4x +3; la diffé- 
rence & — 7, définie plus haut (I), est déterminée par la congruence 


i= =r Bras, sin —8l+7, 
4 


et par la congruence 


i> p= 0: Sin = OÙ + 3. » 
4 


Enfin, dans le même cas, on peut déterminer le nombre / au moyen 
d’un nombre limité d’opérations effectuées sur le déterminant, en in- 
troduisant la seule fonction numérique E(x), que nous désignerons, 
pour abréger, par (x) = le plus grand entier contenu dans æ. On a 


pao GLS) ates 
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Vil. 


32. Quand le déterminant @ est positif, la transformation de la série 


D (©) : peut s’effectuer au moyen de la formule 


(10) $Leotl = cosy + NE 4 289% 4, o<e<t, 


que nous avons démontrée au n° 26. Nous nous bornerons à un seul 


cas, celui où ‘ 
D=n—=4Xx +1. 


La formule (5) devient alors 


d’ailleurs 


donc 

E -2mNT 
¥ (2 TIT (2) coe(nt) (ay pee) 
Or, d’apres la formule (10), on a 


.2MT mmm 
Ÿ cos (: ) =} loot, 
n n 


. . nm 
si m est compris entre o et =: En y posant 9 = 27 — 9’, on trouve 


DCE ster (z—L); ce car. 


t 


On a donc + 


POUR UN DÉTERMINANT DONNÉ. | 207 


et par conséquent 


ONCE SCENE) 


0Lm<T LM <n. 


D'ailleurs 


la seconde somme peut donc s’écrire 


Ÿ (=) lcot (= n) 23 (+) Loot =, 

n n n n 
car chacune des valeurs de 7 — m’ est égale à l’une des valeurs de m. 
En substituant dans la formule 


= erway (0) + 


ag 
II cot — 
n 


on obtient l’équation 


2 


11 ho 
Un (T+ U yn) mt cot le 


dans laquelle nous désignons les nombres entiers premiers à n et com- 
pris entre o et $n par a ou par b, suivant qu’ils vérifient la relation 


: Re D 
(£) —1 ou la relation opposée (=) ie ks 
nm n 
Dirichlet, effectuant sa transformation par une autre méthode, 
trouve, dans le méme cas, 
2— (2) II sinb — 
on 


D 'IT+UVr) Tax 


. sla 


Dans cette formule a et b ont la signification que nous venons d’indi- 
quer; seulement les produits indjqués par II s’étendent à toutes les va- 
leurs de a et de b comprises entre o et 7. 
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33. Pour obtenir les formules analogues à la formule (11) dans les 
autres cas, il faut transformer la formule (10) en y remplaçant 9 par 


= + g', ou par 7 = v', comme nous avons fait aux n°* 26 et 27 pour 


la série (1). Ces formules, combinées avec l'équation (5), conduiront aux 
formules cherchées par une méthode toute semblable a celle que nous 
venons de suivre dans le cas où n= 4x -+-1. Nous n’insisterons pas 
davantage sur ces transformations, qui offrent moins d'intérêt que celles 
qui concernent les déterminants négatifs. 


\ 
\ 


SUR LA 


PHOSPHORESCENCE DU PHOSPHORE, 


Par M. J. JOUBERT, 


PROFESSEUR AU LYCÉE DE MONTPELLIER. 


Pres Or istorique. 


Le phosphore luit dans l’air à la température ordinaire et, s’il est. 
dans une cloche placée sur l’eau ou le mercure, la phosphorescence est 
accompagnée d’une diminution de volume très-sensible. Le premier 
fait est celui par lequel s’est tout d’abord révélé le phosphore; quant 
au second, je le trouve signalé pour la première fois par Fontana ('); 
Scheele (?) en fait mention dans son Traité de l'air et du feu. Je n’en 
trouve pas trace dans les écrits de Lavoisier. On ne peut douter cepen- 
dant que ce fait ne fut connu des chimistes de l’École française et 
attribué par eux à sa véritable cause, l'oxydation du phosphore; témoin 
la remarque suivante de Fourcroy (*): « Il faut avouer qu’il doit 
paraître étonnant que l'air vital, ce corps si éminemment propre à la 
combustion, qui brûle avec tant de rapidité tous les corps combus- 
tibles échauffés chacun à un degré déterminé, n’ait aucune action, à la 
température ordinaire, sur le phosphore et que cette substance perde, 
même au milieu de cet air, une grande partie de la propriété lumineuse 

si bien entretenue par l’air atmosphérique. » 
= La remarque, en effet si curieuse, de Fourcroy, devait, quelques an- 
nées plus tard, servir de base à une vive attaque contre la théorie dite 


(') Fonrana cité par Kirwan, Supplément au Traité de l'air et du Jeu, de Scheele; 1787. 
(2) ScneèLe, Traité de l'air et du feu, p. 63; 1777. 
(*) Fourcroy, Mémoires de l’Académie des Sciences pour 1788. 

Annales de l’École Normale, 2® Série. Tome UI. 27 
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alors des chimistes français, et qui n’était que celle de Lavoisier. Au. 
moment où cette théorie arrivait à son triomphe définitif et comptait 
parmi ses plus zélés défenseurs ses plus illustres adversaires de la veille 
(Cavendish, Kirwan, Klaproth, etc.), un chimiste de Jena, Gôttling (‘), 
partant du fait remarqué par Fourcroy et de cet autre, que le phos- 
phore luit dans l’azote réputé pur, venait affirmer que l'azote est plus 
propre à la combustion que l’oxygene; et deux autres chimistes alle- 
mands, Lempe et Lampadius (?), enchérissant encore, démontraient 
que le phosphore brûlant dans l’air atmosphérique laisse pour résidu 
l’air vital, et absorbe par conséquent le gaz azote. 

Il en fut de cette attaque comme de toutes celles qui avaient été lan- 
cées contre la théorie de Lavoisier : elle ne servit qu’à provoquer des 
études nouvelles et, par les résultats auxquels elle conduisit avec tant 
de sûreté, qu’à lui donner plus de solidité et d'éclat. Deux Mémoires 
réfuterent les assertions des chimistes allemands, l’un de Berthollet (*), 
l’autre de Fourcroy et de Vauquelin (*). 

Berthollet montre que c’est bien l’oxygène que le phosphore enlève 
à lair atmosphérique et qu’il ne laisse comme résidu que l’azote; que 
les phénomènes de l'oxydation et de la phosphorescence sont corréla- 
tifs; que la phosphorescence cesse sitôt que l'oxygène est complétement 
absorbé, qu’elle reparait sitôt qu’on ajoute de l'oxygène; et il signale 
l'emploi du phosphore à froid comme un procédé eudiométrique supé- 
rieur à tous ceux qu’on avait employés jusque-là, et ayantsurtout l’avan- 
tage de présenter, « par la cessation des lueurs, un indice certain de la 
fin de l’absorption ». La remarque de Fourcroy, dont il vérifie l’exac- 
titude, lui suggère l'hypothèse suivante : Le phosphore se dissout dans 
l'azote, non dans l’oxygène, et n’est enflammé par le second qu'après 
avoir été dissous par le premier. Il voit là une nouvelle propriété de 
l’azote; mais Fourcroy et Vauquelin trouvaient la même propriété 


a) GÜTTLING, Observations tendant à rectifier le nouveau système ; Weimar, 1794. 

(*) Lemps et Lampapius, cités par Berthollet, et par Fourcroy et Vauquelin, Loc. cit. 

(*) BerrnozLer, Observations sur les propriétés eudiométriques du phosphore (Journal de 
PÉcole Polytechnique, 3° cahier, p. 274; 1797). 

(*) Fourcroy et VAUQUELIN, Examen des expériences faites en Allemagne sur la pré- 
tendue combustion dans le gaz azote, etc., et des résultats qu'on en a tirés. (Lu à la 
1° classe de l'Institut, 11 pluviôse an IV). — Annales de Chimie, t. XXE, p. 189 ; 1797. 
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à l'hydrogène, et Brugnatelli (*) montrait que l'oxygène dans lequel on 
avait laissé séjourner du phosphore donnait des lueurs quand on le fai- 
sait passer bulle à bulle dans de l'azote et, par conséquent, qu'il dis- 
solvait aussi le phosphore. 

Le Mémoire de Fourcroy et Vauquelin est encore plus explicite et 
plus complet. A quelques détails près, les conditions exactes du phé- 
nomène de la phosphorescence s’y trouvent déterminées. Je cite 
presque textuellement les conclusions. 

Le phosphore luit et s’oxyde dans l’oxygène pur au-dessus de 
27°,5 C.; au-dessous il se vaporise, mais sans luire et sans donner de 
produits acides. La phosphorescence n’est point due à la vaporisation 
du phosphore, elle est la conséquence de sa combustion et en est insé- 
parable; dans l'azote, dans l'hydrogène purs, il n’y a pas de phospho- 
rescence, bien qu’il y ait vaporisation. « Lorsque le phosphore luit dans 
le gaz azote où on le plonge, c’est qu’alors ce gaz est mêlé d’une petite 
portion de gaz oxygène, comme on le prouve sans réplique, en ajou- 
tant seulement au gaz azote, qui bien pur dissout le phosphore sans 
lumière, une petite quantité d’air vital qui le rend susceptible de faire 
luire le phosphore qu’on y introduit (?) ». 

Ces deux Mémoires fixèrent l'opinion, et tous ceux qui paraissent à 
la suite viennent seulement faire connaître quelques particularités nou- 
velles de ce singulier phénomène de la phosphorescence : Bellani (*) 
montre que le phosphore luit et s’oxyde à la température ordinaire 
dans l’oxygène pur raréfié; on fait conffaitre des substances qui met- 
tent plus ou moins obstacle au phénomène; Berthollet (*) avait déjà 
remarqué l’hydrogène sulfuré, Gottling (°) l'hydrogène phosphoré et 
l’'ammoniaque; Thenard (*) montre la même propriété dans le gaz olé- 


(') BRUGNATELLI, Annali di Chimica e Historie naturale, 1. XII, p. 295; 1797. — 
Annales de Chimie, t. XXIV, p. 37. ¢ 

(7?) Fourcroy et VAUQUELIN, loc. cit., p. 209. 

(5) BeLiant, Bulletin de Pharmacie, p. 489, 5° année, 1813. 

(‘) BertnoLter, Observations sur les propriétés eudiométriques du phosphore (Journal 
de l’École Polytechnique, 3° cahier ). 

(5) Gôrrzine, cité par Van Mons, Lettre à Brugnatelli ( Annales de Chimie, t. XXII, 


p. 219). | 
(°) THenarn, Traité de Chimie, article PHOSPHORE. 
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fiant; Davy (!) et Graham (?) donnent une longue liste de corps simples 
etcomposés, organiques et inorganiques, qui empêchent plus ou moins 
la phosphorescence; mais dans tous ces Mémoires aucun doute n’appa- 
rait sur le caractère essentiel du phénomène, et il en est ainsi jusqu’au 
moment où Berzélius fait paraître la 5° édition de sa Chimie(1843) (*). 

Berzélius y attribue la phosphorescence non à l'oxydation, mais à la 
vaporisation du phosphore. Ses raisons, c’est que le phosphore luit 
dans le vide barométrique, qu’il luit dans l’azote et I’hydrogene 
exempts d'oxygène, et enfin que l’oxydation du phosphore est accom- 
pagnée d’un dégagement de chaleur qui ne se manifeste pas dans les 
conditions ordinaires de la phosphorescence. Ainsi, pour lui, la cause 
unique de la phosphorescence est la vaporisation du phosphore: l’oxy- 
dation n’est qu’un phénomène secondaire; le phosphore luit tant qu’il 
se vaporise, c’est-à-dire tant que l’espace qui le renferme n’est pas sa- 
turé; s’il y a de l’oxygène, cette saturation n’est atteinte que lorsque 
l'oxygène a disparu, la vapeur de phosphore étant absorbée au fur et à 
mesure de sa production. Quand dans un espace le phosphore a cessé 
de luire, on peut de nouveau le rendre lumineux, soit en échauffant, 
soit en augmentant l’espace occupé par la vapeur, soit en provoquant 
de toute autre manière une vaporisation nouvelle. Cette théorie permet 
d'expliquer tous les phénomènes qu’on observe ordinairement dans un 
espace contenant un bâton de phosphore; maisje ne vois pas comment 
elle pourrait expliquer les nuages lumineux que produit l’introduction 
de quelques bulles d'oxygène dans un gaz qui a séjourné au contact du 
phosphore et qui se trouve simplement saturé de sa vapeur. 

Quoi qu'il en soit, l’assertion de Berzélius fut le sujet d’un débat 
contradictoire en Allemagne, auquel prirent part Marchand (*) d’un 
côté, Fischer (*) et Schrôtter (°) de l’autre. 


(') Davy, Philosophical Transactions, p. 1812 et 1818. 

(*) Granam, Observations sur l'oxydation du phosphore (Quart. Journal, n° 11; 1829. — 
Ann, Pogg., t. XVII, p. 375). 

(*) Berzécius, Lehrbuch der Chemie, Bd. I, p. 195; 1843. 

(*) Marncuann, Erdmann’s Journal für praktische Chemie, Bd. L, s. 1, 1850. 

(°) Fiscuer, Erdmann’s Journal für praktische Chemie, Bd. XXXV, s. 343; 1845. — 
Bd. XXXIX, s. 48. 

(°) Scurérrer, Ueber das Leuchten des Phosphor | Sitzungsberichte der Kais. Akademie 
der Wissenschaften, Bd. IX, s. 414-419, Jahrgang 1852). 


du 


DU PHOSPHORE. = 213 


«Je n’ai pas lu les Mémoires originaux de Fischer et de Marchand ; je 
ne les connais que par la courte analyse qu’en donne M. Schrôtter. 
Fischer cherche à démontrer que les faits sur lesquels s'appuie Berzé- 
lius sont faux et que le phosphore ne luit ni dans le vide barométrique 
- ni dans les gaz parfaitement purs. 

Mais, dans toutes les questions relatives à la phosphorescence, ce 
n’est pas tout de montrer que le phosphore ne luit pas dans telle ou 
telle circonstance ; comme un grand nombre de corps mettent obstacle 
à la phosphorescence, il faut démontrer qu aucun de ces corps n’est in- 
tervenu, ou tout au moins que sa présence n’empéche pas la phospho- 
rescence du moment où l’on introduit des traces d'oxygène. C’est pré- 
cisément cette circonstance qui jette du doute sur quelques-unes des 
expériences de Fourcroy et de Vauquelin. A cette époque, on préparait 
l'azote par l’action de l’acide nitrique sur la chair musculaire; or les 
vapeurs nitreuses empêchent radicalement la phosphorescence. Le gaz 
employé en était-il bien exempt? Cest, autant que j'ai pu com- 
prendre ('), par ce genre de raisons que Marchand réfute les expé- 
riences de Fischer. Il affirme, en outre, que dans un courant de gaz 
parfaitement pur le phosphore luit d’une manière continue. 

En présence de ces résultats contradictoires, M. Schrôtter(?) cherche 
à vider la question par des expériences précises. 

Du phosphore placé sous la cloche de la machine pneumatique cesse 
de luire quelque temps après qu’on a fait le vide; si l'on faitalors jouer 
les pistons, la cloche reste obscure, mais les deux cylindres de la 
pompe deviennent lumineux; il y a donc vaporisation très-active du 
phosphore, mais il n’y a de phosphorescence que là où il y a de l’oxy- 
gène. 

Il montre que le phosphore ne luit ni dans le vide barométrique ni 
dans l’hydrogène pur, même quand on échauffe à 100 degrés l’espace 
qui le contient. 

Enfin il place du phosphore dans un courant d'hydrogène purifié 
avec soin par les procédés ordinaires et passant finalement sur une 


(‘) ... Dass bei den Versuchen Fischer’s fremdartige Eimfliisse die Ursache des Nicht- 


ieuchifens des Phosphors in sauerstoffreien Gasen waren. 
(?) ScHROTTER, Comptes rendus de l’Académie des Sciences de Vi ienne, t. IX; 1852. 
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colonne de cuivre métallique. Le cuivre ne fut pas chauffé tout d’abord, 
et après six heures de dégagement le phosphore continuait à luire. 
Sitôt que le cuivre fut chauffé, la phosphorescence disparut; elle repa- 
raissait quand on laissait refroidir le cuivre, et les mêmes alternatives 
furent répétées un grand nombre de fois. | 

Comment se fait-il qu’en présence d’expériences si nettes et si con- 
cluantes l'opinion de Berzélius se soit si fortement accréditée en 
France, que jusqu’à ces dernières années elle soit restée l'opinion ré- 
gnante et la seule admise dans l’enseignement? De tous les livres de 
Chimie, élémentaires ou non, publiés en France depuis 1843, et que j'ai 
eus sous la main, il n’en est pas un seul qui n’adopte pleinement l’opi- 
nion de Berzélius et ne réfute avec lui la théorie de l’oxydation. Je ne 
connais que deux exceptions et toutes récentes : la 3° édition de la 
Chimie de M. Debray, publiée en 1870, et le Dicuonnaire de Chimie de 
M. Wurtz, qui vient de paraitre. 

Mes expériences sur ce point étaient terminées en 1870. Depuis il a 
paru, en Allemagne, un Mémoire de M. Müller qui arrive aux mêmes 
conclusions ('). Jewiterai, au fur et à mesure que l’occasion s’en pré- 
sentera, les expériences et les résultats consignés dans ce Mémoire. 


IT, — La phosphorescence est due uniquement à l'oxydation 
du phosphore. 


Mes expériences, comme celles de M. Schrôtter, ont porté sur les 
trois points suivants : 

1° Le phosphore ne luit point dans le vide barométrique; il peut y 
être fondu et volatilisé sans que la phosphorescence apparaisse. 

2° Le phosphore ne luit pas dans une atmosphère gazeuse compléte- 
ment dépouillée d'oxygène, à quelque pression que ce soit. Il peut y 
être fondu et volatilisé, sans qu’il y ait trace de phosphorescence. 

3° Le phosphore ne luit pas dans un courant continu d’azote, d’hy- 
drogène, d'acide carbonique, quand toutes les précautions sont prises 


(‘) W. Mutter, Sur la phosphorescence du phosphore (Comptes rendus de l Académie 
de Berlin, 1870; Ann. Pogg., t. CXLI, p. 95). 
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pour éliminer l'oxygène. Il peut être fondu et volatilisé dans le courant 
gazeux sans qu’il y ait trace de phosphorescence. 


1. On ne réussit pas toujours à faire passer un bâton de phosphore 
dans le vide barométrique sans qu’il y ait phosphorescence; cependant, 
en prenant d’une part un tube barométrique bien bouilli et d’autre 
part un baton de phosphore préparé à l'instant et démoulé dans le mer- 
cure même de la cuvette et sans qu’il ait eu un seul instant le contact 
de l’air, on réussit à ne pas avoir la moindre lueur. Dans le cas con- 
traire, la phosphorescence cesse rapidement et avec un tube bien 
bouilli, placé sur une cuve profonde, on peut augmenter ou diminuer la 
chambre barométrique sans la faire reparaître. Il n’en est pas de même 
avec un tube soigneusement rempli de mercure, mais non bouilli : la 
phosphorescence se produit quand on soulève le tube. J'ai détaché à la 
lampe la chambre soufflée en boule d’un baromètre, dans laquelle j'avais 
fait passer un morceau de phosphore. Le phosphore a été chauffé dans 
cette espèce d’ampoule au contact de l’eau ou du sable chauds : il s’est 
fondu, volatilisé et condensé sur les parties froides en beaux cristaux 
transparents, le tout sans la moindre trace de phosphorescence. 


2. Jai renfermé des batons de phosphore dans des tubes scellés à 
la lampe et contenant de l'azote, de l’hydrogène et de l’acide carbo- 
nique purs. Le gaz, parfaitement pur et préparé comme je le dirai plus 
loin, traversait Le tube effilé à ses deux extrémités et, après s’être assuré 
qu’il n’y avait pas de phosphorescence, on réussissait à le fermer mal- 
gré le léger excès de pression intérieure. Il était ensuite impossible, 
quoi qu’on fit, de faire apparaître la phosphorescence. Le phosphore 
était fondu et déplacé par volatilisation d’un point à un autre, chauffé 
fortement de manière à être transformé partiellement en phosphore 
rouge, sans qu’on vit apparaître la moindre lueur. Dans d’autres expé- 
riences, le tube étant fermé à un bout, on y faisait passer le gaz con- 
tenu dans un gazomètre Bunsen par l'intermédiaire d’une pompe 
d’Alvergniat; dans ce cas on a toujours, en commençant, de la phos- 
phorescence; mais elle disparaît bientôt. On étirait alors le tube, la 
pression ayant été amenée à un point quelconque, et l’on soumettait le 
tube aux mêmes épreuves, suivies des mêmes résultats. 

Enfin on laissait quelquefois le tube en communication avec la ma- 
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chine, et il était facile, par un jeu convenable des robinets, de faire 
rentrer une très-petite quantité d'air. A chaque rentrée on excitait la 
phosphorescence. 

Pour démontrer que le phosphore ne luit pas dans une atmosphère 
gazeuse complétement privée d'oxygène, M. Müller (') procède de la 
manière suivante : une cornue ou une cloche courbe est remplie par un 
mélange de sulfate de protoxyde de fer et de potasse; il se forme un 
précipité d'hydrate de protoxyde de fer qu’on réunit dans la panse; 
l'ouverture de la cloche étant placée sur la cuve à eau, on y fait pé- 
nétrer le gaz sur lequel on veut expérimenter. Au contact de l’oxyde il 
se dépouille des traces d'oxygène qu’il peut contenir et un baton de 
phosphore mis dans ce gaz ne donne pas de phosphorescence; on la 
provoque, au contraire, en faisant rentrer la moindre bulle d’air ou 
d'oxygène. 

3. Les expériences de la troisième série sont beaucoup plus diffi- 
ciles. On ne saurait imaginer a priori combien il faut de précautions 
pour éviter complétement l'accès de l'air dans un appareil. Avec un 
appareil un peu compliqué et dans lequel on ne peut se passer de bou- 
chons, cela me paraît presque impossible. Je n’ai pu réussir, dans 
ce cas, qu’en noyant dans l’eau tous les bouchons et tous les raccords 
de l’appareil. 


La chose peut, du reste, se faire d’une manière assez simple. 
Chaque tubulure (fig. 1) fermée par un bouchon est entourée d’un col 


() Mutter, Sur la phosphorescence du phosphore (Comptes rendus de UV Académie de 
Berlin, 1872; Ann, de Pogg., t, CXLI, p, 95), | 


er 
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en verre rempli d’eau; cette eau était bouillie pour plus de sûreté et 
recouverte d’une couche d’huile, autant pour empêcher l’évaporation 
que la dissolution d’une nouvelle quantité d'oxygène. Chaque rac- 
cord ( fig. 2) est entouré d’un tube plus large fermé par des bouchons 


Fig. 9. 


à ses deux extrémités et percé en haut de deux petits trous pour le 
remplir. De cette manière la fermeture est parfaite; les masticages ne 
présentent pas la même certitude. 

Mais on peut réussir avec des appareils beaucoup plus simples. 

Pour l'azote, j’emploie deux flacons à tubulure inférieure reliés 
entre jeux comme dans les appareils continus de M. Deville. Celui 
qui porte le tube abducteur est rempli d'azote impur obtenu par la 
combustion du phosphore dans Pair atmosphérique, l’autre d’une 
dissolution de pyrogallate de potasse. Le second flacon étant placé sur 
un support à crémaillère, on peut régler avec la plus grande facilité 
l'écoulement du'gaz, qui est d’une pureté absolue et ne donne pas lieu à 
la moindre trace de phosphorescence. 

Pour l'acide carbonique, j’emploie le procédé de M. Bunsen (*), la 
craie et l’acide sulfurique concentré dans un petit ballon. Le dé- 
gagement est très-régulier, et en chauffant plus ou moins, mais tou- 
jours très-doucement, on peut le régler à volonté. Le phosphore était 
placé dans un renflement soufflé dans la partie horizontale du tube ab- 
ducteur; une fois l’air chassé, la phosphorescence disparait d’une ma- 
nière absolue. 

Pour l'hydrogène, l’appareil ne peut être aussi simple; car, même en 
employant le zinc et l’acide sulfurique purs du commerce, je n'ai pu 
obtenir de gaz sans odeur. Or l'hydrogène sulfuré et les carbures d’hy- 
drogène mettent obstacle à la phosphorescence : il faut donc les élimi- 
ner. J'y ai réussi en faisant traverser au gaz une colonne de potasse 
caustique et le faisant passer sur du cuivre réduit par l'hydrogène 


(') Bunsen, Méthodes gazométriques. 
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chauffé au rouge et enfin sur de la mousse de platine également chauffée 
(fig. 3). Tout l'appareil est formé d’un seul tube convenablement eure. 
Le phosphore reste parfaitement obscur. Le gaz qui se dégage n’a 
d'autre odeur que celle du phosphore. Il est très-facile de se convaincre 


Fig. 3. 


que la phosphorescence n’est point empêchée par des gaz étrangers. Il 
suffit en versant du liquide par le tube à entonnoir d'entraîner dans 
l’appareil une bulle d’air; quelques instants apres, la phosphorescence 
se déclare et persiste pendant quelque temps, à condition, bien en- 
tendu, qu’on ne chauffe pas la mousse de platine; si celle-ci est chauf- 
fée, la phosphorescence ne reparait pas. 

La difficulté de préparer des gaz non souillés d'oxygène explique 
facilement les méprises des observateurs qui ne s’étaient pas mis suffi- 
samment en garde contre cette cause d’erreur. Souvent c’est par le 
tube abducteur plongé dans le mercure que se fait la rentrée de l’oxy- 
gène; on voit des colonnes lumineuses monter dans ce tube et mar- 
cher vers le phosphore. Il m'est arrivé à plusieurs reprises d’avoir 
une phosphorescence constante dans une petite cloche placée sur le 
mercure et qui contenait un baton de phosphore, alors que l’oxy- 
gène devait être depuis longtemps épuisé. Il suffisait de verser une 
couche d’eau ou d’huile à la surface du mercure pour que toute trace 
de phosphorescence disparût immédiatement et pour toujours. L'air 
se glissait donc entre le verre et le mercure. Il n’en est pas tou- 
jours ainsi; mais il suffit que le fait se présente quelquefois, sans cause 
apparente, pour qu'il y ait lieu de s'en méfier toujours. On verra plus 
loin ce qui se passe quand le gaz est placé sur l’eau. 

Il résulte de tout ceci que le phosphore se montre comme un réactif 
d'une sensibilité extréme pour l'oxygène. J'avais commencé, il y a déjà 


PE 
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quelques années, à l’employer pour étudier quelques questions de dis- 
sociation. Dans un courant d’acide carbonique parfaitement pur et ne 
donnant pas trace de phosphorescence, je placais la substance à étudier, 
oxyde d'argent, oxyde de mercure, mélange de chlorate de potasse et 
d'oxyde de manganèse, etc., et j’élevais la température jusqu’à ce que 
la phosphorescence se produisit; elle avait lieu à des températures re- 
lativement très-basses, même à la température ordinaire pour le der- 
nier mélange. J'avais surtout en vue d’étudier les oxydes qui, comme 
oxyde de zinc, peuvent, bien que fixes, être volatilisés et cristalliser 
dans un courant gazeux ; mais ces expériences n’ont pas été poussées 
_ assez loin ni suffisamment répétées pour que je puisse considérer leur 
résultat comme certain. Je me propose de les reprendre aussitôt que le 
temps me le permettra. 


IH. — Conditions physiques de la phosphorescence. 


La phosphorescence est un phénomène de combustion : j’ajoute que 
l'oxydation porte exclusivement sur la vapeur de phosphore. C’est une 
conséquence à laquelle conduit nécessairement l’observation pure et 
simple du phénomène; du reste, tous les observateurs sont unanimes 
sur ce point. 

Cette combustion de la vapeur de phosphore est une combustion or- 
dinaire se produisant avec dégagement de chaleur et de lumière, cette 
lumière étant celle de la phosphorescence. Si la chaleur ne se mani- 
feste pas davantage à l'extérieur, cela est dû, comme dans l’expé- 
rience des papillons de M. Schlæsing ou dans les tubes de Geissler, à la 
petitesse de la masse incandescente. Tout le monde sait d’ailleurs que 
la chaleur développée peut devenir assez grande pour déterminer l’in- 
flammation de la masse totale du phosphore, et qu’on arrive d’une 
facon certaine à ce résultat en soumettant du phosphore entouré de 
coton au vide de la machine pneumatique. Dans cette expérience de 
Van Marum (') on favorise la combustion, comme nous le verrons plus 


(') Van Marum, Verhandelingen van Teylers twedde genotschap, Leyde. — Annales de 
Chimie, t. XXI, p. 158; 1797. — Bache (Ann. Pogg., t. XXII, p. 151) montre qu’un grand 
nombre de substances pulvérulentes peuvent remplacer le coton. 
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loin, par suite on augmente la quantité de chaleur développée, et on 
empéche sa déperdition. Du reste, je me suis assuré, sans savoir que 
l'expérience avait déjà été faite par Melloni et Nobili (‘), que cet 
échauffement, difficile à constater avec les thermomètres ordinaires, 
peut être mis en évidence par la pile thermo-électrique. Deux petits 


Fig. 4. 


Galva. 


éléments, argentan et fer ( fig. 4), accouplés en sens contraires, étaient 
en relation avec un galvanomètre à miroir. Chacun était renfermé dans 
un petit tube en verre mince et les deux tubes plongés dans un bain 
d’eau agité constamment. Ces deux tubes communiquent entre eux et, 
avec une pompe à mercure, on pouvait y amener simultanément la 
pression à un degré quelconque. L’un de ces tubes contenait un baton 
de phosphore; les tubes étant pleins d'oxygène à la pression ordinaire 
et la phosphorescence étant nulle, on déterminait la position du bar- 
reau; puis on raréfiait le gaz de manière à déterminer la phosphores- 
cence; le galvanomètre accusait immédiatement du côté du phosphore 
une élévation de température qui allait en croissant au fur et à mesure 
qu'on raréfiait oxygène. 
Cette combustion de la vapeur de phosphore par l'oxygène présente 
une particularité remarquable, c’est qu’elle n’est possible qu'entre cer- 
taines limites de composition du mélange. A une température donnée 


(') Mettonr et Noir, Recherches sur plusieurs phénomènes calorifiques au moyen du 
thermomultiplicateur ( Annales de Chimie et de Physique, 2° série, t. XLVI, p. 198). 
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et; par suite, pour une tension donnée de la vapeur de phosphore, la 
combinaison n’a plus lieu, si la quantité d'oxygène ou, ce qui revient 
au même, si la pression de l'oxygène est trop grande; elle n’a plus lieu 
non plus si cette pression devient trop petite. 

La première partie de cette proposition trouve sa démonstration 
dans le fait si connu, et signalé pour la première fois par Fourcroy (‘), 
de la non-phosphorescence du phosphore dans Poxygene pur à la tem- 
pérature et à la pression ordinaires et de son apparition quand on vient 
à diminuer la pression de cet oxygène, celle de la vapeur de phos- 
phore restant constante. Quant à la seconde partie, je vais citer en dé- 
tail, entre beaucoup d’autres, quelques observations qui mettent hors 
de doute, il me semble, son exactitude. 


1. Un tube de 20 millimètres de diamètre, fermé par un bout et conti- 
nué à l’autre par un tube de 5 millimètres de diamètre environ, renfer- 
mant un mince bâton de phosphore (?)}, est mis en communication avec 
la pompe à mercure et rempli d’oxygene. L’oxygène étant à la pression 
ordinaire, la phosphorescence est nulle; au premier coup de pompe 
elle apparaît sur toute la surface du bâton et s’étend à mesure que le 
vide s'opère. A un moment, le tube tout entier est plein d’une vapeur 
brillante, de couleur laiteuse; mais la surface du bâton n’est plus aussi 
brillante, elle cesse même d’être lumineuse, et lenuage phosphorescent 
s’en écarte de plus en plus; enfin le nuage lumineux abandonne les 
parties inférieures du tube et, s’élevant peu à peu, va se perdre dans le 
tube de caoutchouc qui le relie à la machine. Le tube était alors com- 
plétement obscur, mais l'appareil ne tenait pas parfaitement; deux 
minutes après le tube s’illumine tout d’un coup pendant quelques 
secondes, puis tout rentre dans l'obscurité; deux minutes après, nou- 
velle apparition de lueurs, et toutes les deux minutes, avec une régu- 
larité admirable, la même succession de phénomènes se reproduisait. 


(') Fourcroy, Mémoires de V Académie des Sciences pour 1788. 

(2) Dans toutes mes expériences je me suis servi de petits bâtons 
viron 4 à 6 millimètres de diamètre. Ils étaient préparés au moment même où l’on devait 
s’en servir. Le phosphore employé, était du phosphore purifié du commerce. On le faisait 
chauffer pendant quelque temps dans. de l’eau ammoniacale, puis on le lavait avec soin. Il 


était alors presque blanc, trés-transparent et très-flexible, 


de phosphore ayant en- 
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L'expérience a duré plus de trente-six heures; le manomètre montait 
de + de millimètre environ par heure. Or il est évident que l'air ne 
rentrait pas tout d’un coup, mais d’une manière continue; seulement 
il fallait deux minutes environ pour qu’il s’accumulat la quantité d’oxy- 
gène nécessaire à l’inflammation. 


2. Une petite cloche de 20 millimètres de diamètre et 250 milli- 
mètres de hauteur, contenant un bâton de phosphore, repose sur l’eau 
et est à moitié remplie d’un gaz dépouillé de son oxygène. La phos- 
phorescence n’a plus lieu; mais si l’on regarde attentivement dans une 
obscurité profonde et avec des yeux rendus sensibles par un séjour un 
peu long dans l’obscurité, on voit, à des intervalles parfaitement régu- 
liers, un petit nuage lumineux se former au-dessus de l’eau et grandir 
progressivement jusqu’au haut du tube; puis l’obscurité se fait jusqu’à 
ce qu'il se reforme un nouveau nuage, et ainsi de suite indéfiniment. 
L’explication de ce fait est simple et me semble démonstrative. L'oxy- 
gène dissous dans l’eau se diffuse d’une manière continue dans la partie 
supérieure de l’éprouvette et s’y accumule de plus en plus jusqu’à ce 
que sa quantité soit suffisante; alors l’inflammation se produit à la 
partie inférieure, où la quantité d'oxygène est la plus grande et où les 
conditions requises se trouvent tout d’abord remplies, et de là l’in- 
flammation se communique à tout le mélange. 


3. Voici encore une expérience, très-simple : Un bâton de phos- 
phore est placé horizontalement dans un ballon; un tube un peu étroit 
ouvert aux deux bouts traverse le bouchon et vient aboutir un peu au- 
dessus du milieu du bâton. Quand l'oxygène est épuisé, la phospho- 
rescence cesse, mais pas d’une manière absolue. De temps en temps 
une lueur apparaît au milieu du bâton de phosphore à l’orifice du tube, 
puis se propage horizontalement, couvre tout le baton et s'éteint au 
bout de quelques instants. Si l’air arrive en plus grande quantité, la 
phosphorescence est continue et le ballon présente l'aspect d’une boule 
laiteuse; si l'air a un accès trop facile, il n’y a de phosphorescence 
qu’à la surface du baton, là où la vapeur de phosphore se trouve en 
quantité suffisante. : 

J'ajoute que ce fait d’une phosphorescence intermittente et régu- 
lière avait déjà été observé. J'ai trouvé dans les Annales de Poggen- 
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dorff une Note de Munck af Rosenchold (*) où il est question d’un bri- 
quet phosphofique hors d'usage dans lequel l’apparition des lueurs se 
reproduisait avec une grande régularité toutes les sept secondes. 

Je ne crois pas que l’on puisse donner de ce phénomène une autre 
explication que celle qui précède. On ne saurait prétendre, par 
exemple, que la durée de l’intermittence est le temps employé par la 
vapeur de phosphore pour se reformer; car la vapeur de phosphore se 
produit très-facilement, et la preuve, c’est que, toutes les conditions 
restant les mêmes, si l'oxygène affluait en plus grande quantité, on 
aurait une phosphorescence continue. 

Voici, d’après cela, comment j’envisagerais la marche du phéno- 
mène. 

Considérons un morceau de phosphore dans un espace fermé, de 
température constante et tout d’abord absolument vide. Cet espace se 
saturera de vapeur de phosphore, et la force élastique de ces vapeurs 
restera invariable pendant tout le cours de l’expérience, quels que 
soient les gaz introduits plus tard dans cet espace, à la condition 
qu'ils n’exercent aucune action chimique sur les vapeurs de phos- 
phore. 

Cela posé, faisons entrer dans l’espace en question de l'oxygène 
d’une manière lente et progressive, et de telle sorte qu’à chaque in- 
stant le mélange gazeux puisse être considéré comme homogène. Tout 
d’abord la quantité d’oxygene sera trop petite pour la quantité de phos- 
phore, et l’inflammation n’aura pas lieu. La pression de l'oxygène 
croissant progressivement, il arrivera un moment où l’inflammation se 
produira dans toute la masse et, à partir de ce moment, le mélange 
deviendra de plus en plus combustible et passera par un maxi- 
mum de combustibilité quand la pression de l’oxygène sera le triple 
de celle de la Vapeur de phosphore; puis elle ira progressivement en 
décroissant jusqu’au moment où, la quantité d’oxygene devenant trop 
grande, on aura dépassé de l’autre côté les limites de la combustibilité. 
Il y aurait done pour chaque température deux limites entre lesquelles 
la combustion du phosphore par l'oxygène serait possible et en dehors 
desquelles elle ne pourrait avoir lieu. 


(*) Munck Ar RosencoLn, Poggendorff’s Annalen, Bd. XXXII; 1834. 
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Enfin, en poursuivant cet ordre d'idées, ne serait-il pas permis de 
se demander si l’on ne se trouverait pas là en présence Wune loi géné- 
rale et si l’on n'aurait pas sous les yeux, à la température ordinaire, ce ” 
qui aurait lieu pour l'hydrogène et l’oxygène, par exemple, à une 
température de oo degrés? Ce sont là d’ailleurs des questions tres- 
délicates, sur lesquelles il est difficile de se prononcer. 

Quoi qu’il en soit, le phénomène présenté par le phosphore n’est pas 
un phénomèneisolé, etj’ai pu le constater d’une manière certaine pour 
deux autres corps, le soufre et l’arsenic. 

On lit dans Berzélius (*) que si l’on frotte un morceau de soufre sur 
une brique chaude, mais non suffisamment pour l’enflammer, les 
traces liquides laissées par le soufre sur la brique sont visibles dans 
l'obscurité et laissent échapper des nuages lumineux ; que d’ailleurs 
ce phénomène n’est pas dû à une oxydation du soufre, mais à sa trans- 
formation en vapeur, etc. Je crois même pouvoir affirmer que c’est 
cette expérience qui a suggéré à Berzélius sa théorie de la phospho- 
rescence du phosphore. Les deux phénomènes sont en effet identiques, 
et l’un comme l’autre doit être attribué à l’oxydation. 

Si l’on chauffe vers 200 degrés du soufre dans un tube à essai, le 
soufre reste obscur, mais au-dessus de lui s’élèvent des nuages lumineux. 

Si l’on chauffe le soufre jusqu’à l’ébullition, dans un courant d’acide 
carbonique pur, il n’y a pas trace de phénomène lumineux. Il en est 
de même si l’on chauffe le soufre dans le vide de la pompe à mercure. 

Enfin, dans l’oxygène pur, mêmes résultats que pour le phosphore. 

Un tube de verre de 15 millimètres de diamètre, fermé à un bout et 
suivi à l’autre par .un tube plus fin, contient quelques grammes de 
soufre et communique avec la pompe à mercure. On chauffe le soufre 
avec un bec Bunsen dont la flamme est convenablement masquée; la 
température est d'environ 200 degrés. Des nuages phosphorescents 
s'élèvent dans le tube; on fait le vide, ils disparaissent. On fait rentrer 
de l'oxygène pur à la pression ordinaire, la phosphorescence reparait, 
mais faible; on diminue la pression de l’oxygène, la phosphorescence 
devient plus vive; enfin elle disparaît quand le vide est à peu près com- 


(') Benzétius, Handbuch der Chemie, Bd. 1, 8. 185, 1843. — Edition frangaise, t. I, 
D. 1975 1840. 
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plet. On répète plusieurs fois ces alternatives; à plusieurs reprises on 
augmente la température, et chaque fois une explosion se produit dans 
le tube. 

J'ai obtenu exactement les mêmes effets avec l’arsenic, sauf l’explo- 
sion dont je viens de parler en dernier lieu; seulement il faut élever 
un peu plus la température. Les nuages phosphorescents dans le tube 
à essai sont très-brillants ; pas de trace de phosphorescence dans l’acide 
carbonique pur et dans le vide; phosphorescence plus vive dans l’oxy- 
gène un peu raréfié que dans l’oxygène pur. 

Ainsi voilà deux corps simples tout aussi phosphorescents que le 
phosphore, seulement à une température plus élevée. Je pense qu'il 
en est de même du zinc, de l’antimoine, du cuivre, et que c’est à cette 
cause qu’il faut attribuer les nuages lumineux qui s'élèvent au-dessus 
des deux premiers métaux fondus, mais loin encore de leur tempéra- 
ture d’inflammation, et que je crois me rappeler avoir vus aussi au- 
dessus du cuivre; mais, comme ici le phénomène n’a lieu qu’à une 
température supérieure au rouge, il est bien plus difficile à constater, 
noyé qu'il est dans la lumière environnante. 

Je suis convaincu qu’on ramenerait à la même cause les phénomènes 
lumineux présentés par un grand nombre de corps classés parmi les 
corps phosphorescents; mais pas tous évidemment : par exemple, le 
fluorure de calcium, le seul corps sur lequel j’aie fait des expériences 
décisives. 

Du fluorure de calcium de la variété verdâtre, chauffé dans un cou- 
rant d’acide carbonique pur passant depuis pres de trente heures, et 
dans lequel un morceau de phosphore restait complétement obscur, 
devenait aussi lumineux que dans l'air. Il était également lumineux 
dans le vide. D’ailleurs, l’aspect du phénomène est tout autre qu'avec 
le phosphore et les corps dont je viens de parler : ce n’est plus une 
vapeur, c’est la masse totale du corps qui est lumineuse et qui présente 
la semi-transparence des corps incandescents. 


IV. — Bulles phosphorescentes. 


C’est un fait bien connu que l’eau dans laquelle a séjourné du phos- 
phore donne des lueurs dans l'obscurité quand on l’agite, La plupart 
Annales de ‘École Normale, 2° Série. Tome III. 29 
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des auteurs refusent, je ne sais pourquoi, au phosphore un degré quel- 
conque de solubilité dans l’eau et attribuent le phénomène en ques- 
tion à des particules, des poussières de phosphore qui se seraient 
détachées des bâtons. Quand dans certaines conditions des bulles 
gazeuses traversent cette eau, ces bulles deviennent lumineuses. 
M. Müller (*) donne le fait comme nouveau, mais je le trouve signalé 
d’une manière très-explicite dans un Mémoire de Vauquelin (*) et dans 
le Mémoire de Berthollet (*) dont il a déjà été question. Je vais décrire 
les expériences que j’ai faites sur ce sujet : elles continueront à éclair- 
cir les faits qui précèdent. Ov - 

Il s'agissait d’abord de pouvoir produire à volonté des bulles de gaz 
très-pur et absolument dépouillé d'oxygène. J'ai employé avec beau- 
coup d'avantage l’appareil à azote décrit précédemment. 

D'un autre côté, j’ai disposé sur le mercure plusieurs séries d’éprou- 
vettes, de 20 millimètres de diamètre et 200 à 300 millimètres de hau- 
teur, remplies à moitié de mercure, à moitié d’eau, dans diverses condi- 
tions. 


A, eau absolument privée d’air et un baton de phosphore; 
B, eau ordinaire aérée et un baton de phosphore; 
C, eau ayant séjourné au contact du phosphore. 


Pour obtenirles éprouvettes A, contenant de l’eau absolument privée 
d’air, je m’y prends de la manière suivante : de l’eau est mise en ébul- 
lition dans un ballon muni d’un tube adducteur; apres que la vapeur 
est sortie en jet pendant une demi-heure environ, l'extrémité du tube 
est enfoncée dans le mercure; puis la cloche exactement remplie de 
mercure est amenée au-dessus du tube; la vapeur y pénètre en se con- 
densant et en donnant lieu à des soubresauts violents, mais sans danger 

pour la cloche sion la tient solidement. Quand celle-ci est pleine d’eau, 
on la reverse sous le mereure et on la remplit de nouveau, mais seule-- 
ment jusqu'à moitié. Quand Peau est refroidie on y introduit un bâton 


(') Müzcer, Sur la lumière du phosphore (Comptes rendus de l’Académie de Berlin, 
1870; Ann. Pogg., t. CXLI. 

(7) VauQuELIN, Rapport fait à la Société philomathique sur Veudiometre de Seguin. 

(*) BerrnozLer, Journal de ? Ecole Polytechnique, 3" cahier, p. 277. 
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de phosphore préparé à l'instant et démoulé sous le mercure même 
de la cuve. 

L’azote introduit bulle à bulle dans la cloche A ne donne lieu à au- 
cun phénomène : pas d'oxygène, pas de phosphorescence. 

Dans B et C chaque bulle est vivement lumineuse; quand elle crève 
à la surface de l’eau, elle se continue sous forme d’un petit nuage lu- 
mineux. 

Les expériences ayant été répétées un grand nombre de fois, le mer- 
cure finit par être refoulé de l’éprouvette A, et l’eau vient se répandre 
en couche mince à la surface du mercure; elle y forme immédiate- 
ment une très-belle nappe lumineuse d’où s'élèvent des nuages phos- 
phorescents. 

Dans B et C les bulles finissent par n’étre plus lumineuses, l'oxygène 
finissant par être épuisé dans B; et dans C soit l'oxygène, soit le 
phosphore. 

Si, au lieu de prendre de l'azote parfaitement pur, on fait passer 
dans une autre série de cloches de l'hydrogène, de l’azote, de l'acide 
carbonique provenant d’un appareil monté avec soin dans les condi- 
tions ordinaires, chaque bulle, même dans À, est vivement phosphores- 
cente. 

Si l’on fait passer de l’air ordinaire, aucune bulle n’est phosphores- 
cente, mais des nuagesse forment au-dessus du liquide. 

Avec l’oxygène pur, les bulles ne sont pas phosphorescentes, et il ne 
se forme pas de nuages phosphorescents au-dessus du liquide. 

Ces faits me paraissent parfaitement concluants. 

Dans chaque bulle qui se forme au sein de l’eau se diffuse de la va- 
peur de phosphore, S’ils’y trouve en même temps de l’oxygène en petite 
quantité, la phosphorescence a lieu; s’il est en quantité trop grande, elle 
ne se produit plus. A la température ordinaire, la quantité contenue 
dans l’air est déjà trop grande. | 

Dans les tubes B et C, chaque bulle d’azote pur formant un vide au 
milieu du liquide, du phosphore et de l’oxygène s’y diffusent à la fois, 
et la combinaison a lieu. L'expérience ayant réussi avec de l’eau prise 
dans un flacon de phosphore bien fermé où elle était depuis plus de 
six mois, il en résulte que l'oxygène dissous dans l’eau et le phosphore 
qui s’y trouve, à quelque état que ce soit, ne se combinent pas entre 

29. ° 
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eux. J'ai cherché à vérifier le fait par une expérience directe. J'ai 
rempli à moitié d’eau aérée une éprouvette placée sur le mercure, puis 
j'y ai fait passer un bâton de phosphore préparé à l'instant avec du 
phosphore très-pur et lavé très-soigneusement. Au bout de deux mois, 
l’eau ne présentait pas la moindre trace d’acidité, et les bulles d’azote 
y étaient parfaitement phosphorescentes. Une seconde éprouvette pla- 
cée en même temps à côté, mais l’orifice en haut et ouvert, a donné 
au bout de quelques jours des traces très-marquées d’acidité. Je pense 
done que l’eau des flacons où l’on conserve le phosphore devient acide 
de la manière suivante : le phosphore dissous dans l’eau émet des va- 
peurs à la surface, ces vapeurs se combinent avec l'oxygène de lair, et 
le produit acide de la combustion retombe dans l’eau du flacon et s’y 
dissout. 

Ces expériences préliminaires ayant établi rigoureusement la condi- 
tion de phosphorescence des bulles, je les ai poussées un peu plus loin 
d'une manière plus simple, en me contentant de faire passer les bulles 
gazeuses dans un tube à essai faisant fonction de flacon laveur et con- 
tenant de l’eau et un petit baton de phosphore (fig. 5). 


Fig. 5. 


Avec l'oxygène pur ou à peu près : rien, sauf des nuages phosphores- 
cents à la sortie de l'appareil. 

Avec de l'oxygène à 20 pour 100 d’azote : même résultat. 

Avec l'air : bulles non phosphorescentes, mais nuages lumineux au- 
dessus du liquide. 

Mélange d’azote et d'oxygène contenant 15 pour 100 d'oxygène : 
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bulles non phosphorescentes, mais les nuages sont plus lumineux 
qu’avec lair. 

Mélange d’azote et d'oxygène contenant ro pour 100 d’oxygene : 
bulles lumineuses, mais non dans tout leur parcours; elles ne le de- 
viennent qu’à 1 centimètre environ de la surface. 

Mélange d’azote et d’oxygene contenant 5 pour roo d'oxygène : 
bulles très-phosphorescentes dans tout leur parcours; elles présentent 
un maximum d'éclat vers le milieu de la colonne liquide. 

Ainsi, à la température des expériences, qui était de 12 à 13 degrés, 
il ne commençait à y avoir de bulles lumineuses qu'avec l’azote conte- 
- nant au plus ro pour 100 d’oxygène, et encore la quantité de phosphore 
diffusée ne devenait suffisante qu’à une petite distance de la surface. 

Dans l’azote contenant 5 pour 100 d'oxygène les bulles sont magni- 
fiques et présentent un maximum d’éclat dans le milieu de leur par- 
cours. Plus bas, la quantité de phosphore diffusée est insuffisante; 
plus haut, elle devient trop grande pour la quantité d'oxygène qui 
reste. 

Les phénomènes s'expliquent donc dans leurs plus petits détails. 
Voici encore une expérience que je trouve dans le Traité de Chimie de 
Berzélius ('). 

_ « L’eau dans laquelle on conserve du phosphore possède la singu- 
lière propriété de luire dans une bouteille bien bouchée, toutes les fois 
qu’on l’agite, et de répandre quelquefois, sans cause apparente, une 
lueur qui se dissipe instantanément. Lorsqu'on découpe une figure 
dans un morceau de papier noir et qu’on le colle ensuite sur la bou- 
teille, on voit, chaque fois qu’on agite le flacon dans l’obscurité, la 
figure se dessiner en traits lumineux. Si l’on enlève le bouchon ou si 
on ne l’ajuste pas bien, l’eau perd de suite sa propriété de luire et ne la 
recouvre qu'après que la bouteille est restée bouchée pendant quelque 
temps. C’est là encore un phénomène dont nous n’avons point l’expli- 
cation. » 

L’explication est bien simple : il n’y a de lueurs que quand on 
agite, car c’est alors seulement, au sein des bulles, que le phosphore 
en vapeur peut se rencontrer avec l'oxygène. Si le flacon est ouvert, 


dm 


(') Berzéuius, Traité de Chimie, 1. 1, édition française, p. 188. 
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c’est de l'air qu’on a au-dessus du liquide, de l'azote à 21 pour 100 
d'oxygène, qui ne donne pas de bulles phosphorescentes. Si le flacon 
est resté quelque temps fermé, l'oxygène de l’air a disparu en toutou 
en partie, et alors les bulles sont phosphorescentes, aux dépens de 
l'oxygène qui reste dans l'air du flacon et de celui qui se trouve dis- 
sous dans l’eau. | | ; 

L’éclat des bulles phosphorescentes qu’on obtient avec l’azote mêlé 
à 4 ou 5 pour roo d’oxygène et de l’eau ayant séjourné au contact du 
phosphore me fait penser qu’on aurait dans ces bulles un procédé 
très-sensible pour révéler la présence du phosphore en nature, et qui, 
dans certains cas, pourrait être substitué avec avantage au procédé de 
Mitscherlich. Quand la quantité de phosphore est très-petite, on n’ob- 
tient avec l'appareil de Mitscherlich qu’un phénomène fugitif et de l’ap- 
parition duquel on n’est pas maitre. Au contraire, l’eau qui a séjourné 
au contact d’une quantité de phosphore incroyablement petite, et qui 
d’ailleurs n’en a point paru diminuée, peut donner avec le mélange 
convenable d’azote et d'oxygène des bulles phosphorescentes qu’on 
peut produire à volonté, et dont on peut laisser passer un très-grand 
nombre dans le liquide avant que la phosphorescence cesse de se pro- 
duire. 


“V. — Forces élastiques de la vapeur de phosphore. 


Du moment où la question de proportions entre la vapeur de phos- 
phore et l'oxygène joue un si grand rôle dans la combustibilité du 
mélange, il était intéressant de déterminer, au moins approximative- 
ment, la force élastique de la vapeur de phosphore dans le voisinage des 
températures atmosphériques. Cette détermination n’a, que je sache, 
jamais été faite; je n’ai trouvé sur ce sujet que des expériences de 
M. Schrôtter (!) pour des températures supérieures à 160 degrés et de 
M. Hittorf (?) pour des températures encore plus élevées. 

L'appareil dont je me suis servi ( /g. 6) est un tube en U de r cen- 


(") Scurorrer, Mémoires de l’Académie de Vienne, t. 1, p. 130; Annales de Chimie et 
de Physique, 3° série, t. XXIV, p. 406. 
(*) Hrrrorr, Poggendor{f’s Annalen, Bd. CXXVI, p. 193. 
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timètre environ de diamètre intérieur et 20 centimètres de hauteur. 
Une des branches présente un étranglement, et au-dessus de cet étran- 


Fig. 6. 3 


glement est placé un baton de phosphore. Le liquide qui doit servir 
à mesurer les pressions et le baton de phosphore étant introduits, l’ap- 
pareil était mis en communication, par ses deux branches, avec la 
pompe à mercure, et le vide se faisait simultanément des deux côtés. 
Quand il avait été amené aussi loin que possible, on fermait les deux. 
branches à la lampe, et quoique ces fermetures fussent successives, 
comme l’appareil était en ce moment en communication avec l’am- 
poule vide de la pompe, il ne pouvait en résulter de différence de 
pression. Le vide était fait sur l’air, et il n’était évidemment pas ab- 
solu. L’erreur qui peut en résulter est bien faible; car, en admettant 
que le vide soit fait seulement à + millimètre, la disparition de l’oxy- 
gène du côté du phosphore ne peut entraîner qu’une différence de 
pression de + de millimètre. 

L'appareil ainsi préparé était placé dans une grande cuve en tôle, 
d’une capacité de 4o litres, et fermée par une glace à sa partie anté- 
rieure. L’eau était agitée constamment, et la différence des niveaux 
était relevée au cathétomètre. 

J'ai d’abord employé le mercure, mais il s’altère tres-vite au 
contact de la vapeur de phosphore : le ménisque correspondant se 
déprime, et il en résulte des erreurs de capillarité dont la correction, 
quand il s’agit de quantités aussi petites, entraine de grandes incer- 
titudes. 
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J'ai cru parer à la difficulté en remplaçant le mercure par l’acide 
sulfurique concentré. Sitôt qu’on a fait le vide, l’acide sulfurique a 
laissé dégager des bulles; pour faciliter leur départ on a entouré le 
tube d’eau chaude : le vide a été maintenu pendant toute une journée. 
Les bulles ayant cessé de se dégager, on a fermé l'appareil; mais il s’est 
présenté un phénomène curieux : l’acide sulfurique montait constam- 
ment du côté du phosphore et accusait entre les deux branches une dif- 
férence de niveau qui allait continuellement en augmentant. Je n'ai 
donc pu tirer aucun parti de cet appareil. 

On ne pouvait guère songer à l’eau : avec un liquide aussi volatil, il 
suffirait d’une différence de température tres-faible entre les deux 
branches pour amener des erreurs supérieures aux quantités à mesurer. 
J'ai eu alors recours à la glycérine. 

L'appareil a fonctionné très-correctement, et les tensions observées se 
retrouvaient identiques, soit qu’on élevat, soit qu’on abaissat la tem- 
pérature. Il est du reste curieux de voir avec quelle rapidité la force 
élastique de la vapeur de phosphore prend son état d'équilibre. La 
moindre quantité d’eau froide ajoutée au bain amenait immédiatement 
à la surface du tube un dépôt de cristaux de phosphore. Ces cristaux 
finissent par acquérir des dimensions assez considérables; ils sont tout 
à fait transparents et présentent un très-grand éclat, qui rappelle celui 
du diamant. 

Voici les nombres obtenus, exprimés en colonnes de glycérine : 


Première série. 


14,8 c,03 
19,1 1,10 
23,6 1,59 
29,4 2,65 
33,7 3571 
39,5 5,31 
i 5 42 
41,6 5,55 
42,2 5,69 
39,6 5,30 
35,4 4,39 
33,9 3,65 


\ 
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Première série (suite). 


0 mm 
29,5 2,61 
202 2,24 
22,4 1,97 
19,10 1,12 
17,2 1,02 


Deuxième série. 


10,4 0,54 
10,6 0,57 
1559 0,97 
20, 14. F520 
2025 1,91 


En voulant modifier l'appareil pour mesurer la force élastique de la 
vapeur dans le voisinage de zéro, j’ai fait involontairement tomber 
dans le liquide un petit cristal de phosphore détaché des parois. Quel- 
ques instants apres il s’était établi une différence de niveau considé- 
rable, due au dégagement de quelque gaz résultant de l’action du phos- 
phore sur la glycérine. L’expérience n’a donc pu être continuée. 

En prenant la moyenne des résultats fournis par les expériences 
qui précèdent et réduisant les pressions en colonnes d’eau, on obtient, 
pour les forces élastiques des vapeurs de phosphore à différentes tem- 
pératures, les valeurs suivantes : 


Température. Force élastique. 
oO mm 
5 0,46 
10 0,68 
15 5,02, 
20 1,63 
25 2,42 
30 3,50 
35 5,27 
4o 6,82 


Une autre série d'expériences, faites avec un manomètre à mercure, à 


Amnales de l’École Normale. 2° Série, Tome III. 30 
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des températures supérieures à celle de la fusion du phosphore, a donné 
les résultats suivants : 


Température. Force élastique. 
45 6,0 
5o 71,0 
BS 8,4 
6o 10,1 
65° er 12,9 
70 15,5 
75 20,0 
80 22,1 
85 27,0 
go ra | 
95 41,1 


100 moe GAS 


Les deux tableaux ne se raccordent pas exactement, mais l'appareil 
laissait à désirer dans le dernier cas, parce qu’il était resté dans le tube 
une petite quantité de gaz dont on n’a pu tenir compte que d’une ma- 
niére approchée, et parce que le niveau du mercure en contact avec le 
phosphore était difficile à observer. Malgré cette cause d’incertitude 
sur la valeur numérique des pressions, les nombres du dernier tableau 
donnent une idée suffisante de la marche du phénomène. 


VI. — Phosphorescence dans Vouygene pur. 
Influence de la température. 


J'ai déjà dit que Fourcroy (‘) avait le premier signalé ce fait remar- 
quable que le phosphore ne luit pas dans l’oxygène pur à la tempéra- 
ture et à la pression ordinaires de l’atmosphère. 

C'est lui aussi qui, dans le Mémoire fait en commun avec Vauque- 
lin (*) et déjà cité, a fait voir que la phosphorescence, qui n’a pas lieu 


(') Fourcroy, Mémoires de l’Académie des Sciences pour 1788. 
(*) Fourcroy et VAUQUELIN, Loc, cit. 
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à la température ordinaire, apparaît à 22 degrés R. (27°,5 C.) et se 
maintient aux températures supérieures. 

Plus tard Bellani (*) montrait qu’on pouvait faire paraître la phos- 
phorescence sans élever la température, en raréfiant l'oxygène. 

Enfin je lis dans une Note de Schweigger (?) que plus l'oxygène est 
raréfié et plus basse est la température à laquelle la phosphorescence 
commence. j 

J'ai voulu préciser un peu mieux la pression limite à laquelle com- 
mence la phosphorescence à chaque température et pour cette re- 
cherche je me suis servi de l’appareil suivant ( fig. 7). 


Fig. 7. 


C’est un manomètre à air libre, semblable aux manomètres de M. Re- 
gnault. Les deux tubes, de même diamètre (20 millimètres environ ), 


(‘) Bettanr DE Munza, Bulletin de Pharmacie, 5° année, p. 489, 1813. 


(?) Scuwstccer, Schweigger’s Journal, t. XL, p. 70. ; 
On 
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reliés inférieurement par un robinet à trois voies, sont gradués en mil- 
limètres. Le tube A communique par un tube capillaire avec un 
réservoir cylindrique de 20 millimètres de diamètre et 150 milli- 
mètres de hauteur, contenant un bâton de phosphore. Ce réservoir est 
placé au milieu d’un cylindre en verre rempli d’eau. Ce cylindre peut 
être chauffé par la partie inférieure et l’eau maintenue dans un état 
d’agitation constante au moyen d’une soufflerie dont le vent s'échappe 
au fond du cylindre. 

L'appareil est d’abord mis, par la tubulure latérale D, en communica- 
tion avec une pompe à mercure. On fait le vide, puis on laisse rentrer 
de l’oxygène pur; quand cette opération a été répétée trois ou quatre 
fois, on ferme définitivement le tube D à la lampe. 

Pour faire une observation, on verse du mercure par le tube B, de ma- 
niere à avoir dans l'appareil un excès de pression relativement à la 
température à laquelle on opère ; puis, la température étant bien sta- 
tionnaire, on fait écouler très-doucement le mercure du tube A, jus- 
qu’à ce qu’on voie apparaître la phosphorescence. On lit la division à 
laquelle le mercure s’est arrêté dans le tube A, puis, en tournant la 
clef, on rend la pression du côté A, de manière à faire disparaître toute 
trace de phosphorescence; au bout de dix minutes, on fait écouler le 
mercure de A, et l’on fai ainsi cing ou six observations consécutives à: 
la même température. Chaque fois on lit la division à laquelle a affleuré 
le mercure dans le tube A. Quelquefois les observations sont tout à fait 
concordantes, d’autres fois on a des écarts de ro à 15 millimètres. On 
prend la moyenne des six observations et, en tournant convenablement 
le robinet, on amène le mercure du tube A à affleurer à la division 
moyenne, les deux branches du manomètre communiquant entre elles. 
On lit la division à laquelle le mercure affleure dans chacune d’elles, et 
la différence donne ce qu'il faut retrancher de la hauteur barométrique 
ou lui ajouter pour avoir la pression à laquelle la phosphorescence a 
apparu. 

Cette apparition se fait d’une manière très-nette : l’inflammation se 
déclare en un point, et instantanément envahit tout le tube. Malgré 
cette netteté de l'apparition, les expériences consécutives, faites à une 
même température, prseentens entre elles de petites différences, qui ne 
dépassent du reste jamais le - de la pression totale. Ces différences 
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peuvent tenir à de petites variations de température, à la rapidité plus 
ou moins grande avec laquelle on a fait écouler le mercure; mais je 
crois qu’il faut les attribuer surtout à la nature même du Buepamene 
qui, comme tout phénomene limite, ne peut jamais, si je puis m’ex- 
primer ainsi, offrir de contours bien arrétés. 

Un point important est .de laisser un intervalle suffisant entre deux 
expériences consécutives, de manière à laisser se dissiper la chaleur 
produite par l’inflammation précédente. C’est cette circonstance qui 
rend impossible la marche inverse de celle que j’ai suivie, c’est-à-dire 
celle qui consisterait à observer la pression à laquelle cesse la phos- 
phorescence. Dans ce cas les observations présentent entre elles des 
écarts beaucoup plus grands. 

Je dois enfin signaler une dernière difficulté que j’ai rencontrée dans 
ces expériences. En faisant, à des époques différentes, avec le même 
appareil des séries d'observations tout à fait indépendantes, et dans 
lesquelles le phosphore et l’oxygène avaient été renouvelés, je n’ai pas 
retrouvé les mêmes nombres absolus, bien que dans chaque série la 
marche du phénomène fit tres-réguliere. La différence venait-elle du 
phosphore ou de l’oxygène? J'ai toujours préparé l’oxygène de la 
même manière, avec du chlorate de potasse seul, sans mélange d'oxyde. 

Je transcris les deux séries les plus complètes que j’aie obtenues : 


I. 
Pressions calculées par la formule 
Température. Pressions observées. SJ = 320 + 93,19 é. 

1,4 355 352,5 + 2,5 
3,0. 389 389,6 — 2,6 
4,4 408 422,0 — 14,0 
5,0 428 436,0 — 8,0 
6,0 460 459,0 + 1,0 
8,9 519 526,0 — 7,0 
9,3 538 538,0 + 3,0 
11,9 580 586,0 — 6,0 
14,2 650 649,3 + 0,7 
18,0 730 737,0 — 7,0 


19,2 760 765 ,a — b,a 
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Me ll 
+ 3 
Pressions calculées par la formule 
Température. Pressions observées. SY = 270 + 19,57 t... 

14 2.98 . 207 »4 + 0,6 
2,1 28160110 311,1. + 550 
5,1 366 369,8 vs SE 
7,6 425 418,7 + 6,3 
8,2 432 430,5 + 1,5 
11,0 495 485,2 + 9,8 
19,2 570 567,4 + 2,6 
16,0 595 584,0 + 11,0 


En cherchant à construire par points les courbes qui ont les tempé- 
ratures pour abscisses et pour ordonnées les pressions, on reconnait 
immédiatement que chacune des deux séries est très-exactement repré- 
sentée par une droite (fig. 8). En prolongeant ces deux droites AO et 


At 
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OB, elles viennent se couper en un même point de l’axe des abscisses, à 
— 13°,8. Si ce n’est pas une coïncidence fortuite, cela indiquerait qu’à 
cette température la tension de vapeur du phosphore est absolument 
nulle. Quant à l’inclinaison inégale des deux droites, peut-être pour- 
rait-on l’expliquer par la supposition que dans les deux cas la force 
élastique de la vapeur de phosphore n’atteignait pas exactement la 
même valeur. Je n’ai pas cru nécessaire de calculer par des procé- 
dés plus ou moins compliqués l'équation de ces droites. En partant 
du fait qu'elles se coupent au point qui correspond à ¢= — 13°,8 et 
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que l’ordonnée à l’origine est 320 pour la première OA et 270 pour la 
seconde OB, j'ai pris les deux équations 

FE 320 + 23,19 t, 

y= 270 + 19,57 6, 


et j'ai mis en regard des résultats observés ceux qu'on déduit de ces 
formules. Les dimensions relatives de l'appareil que j’employais ne 
m’ont pas permis de pousser les expériences au-dessous de zéro ni au- 
dessus de 19 degrés pour la première série et 16 degrés pour la se- 
conde. Vauquelin et Fourcroy ont trouvé que la phosphorescence 
commençait dans l’oxygène pur sous la pression normale à 27°,5. Je 
lis dans le Traité de Chimie de Gmelin que Davy avait trouvé 27 de- 
grés dans certaines expériences et des nombres compris entre 16 et 27 
dans d’autres. La première des droites donne 19 degrés, la seconde 
24°,8. Je lis aussi dans le même Ouvrage que dans une expérience 
Davy a trouvé qu’à la pression de 1 4 atmosphère la phosphorescence 
commençait dans l’oxygene pur au point juste de fusion du phosphore. 
Or, en prenant pour cette température 44°,2, la seconde formule donne 


pour y 1135 millimètres, ce qui est exactement le nombre trouvé par 
Davy. 


VII. — Phosphorescence dans les mélanges gazeux 
renfermant de l’oxygène. 


On admet généralement que, lorsque du phosphore est placé dans 
un mélange d’oxygene et d’un autre gaz sans action chimique sur lui, 
le gaz inerte n’a d’autre effet que de délayer l’oxygène et que, quelle 
que soit la composition du mélange, du moment où l’oxygène y pos- 
sède la pression à laquelle il faudrait le réduire, s’il était pur, pour que 
la phosphorescence fut possible, la phosphorescence a lieu. 

Pour vérifier cette assertion, j’ai employé le procédé suivant (fig. 9) : 

La partie essentielle de l’appareil est un manomètre analogue à celui 
qui a déjà été décrit. Les deux tubes sont d’égal diamètre (20 milli- 
mètres), tous deux sont divisés en millimètres; le tube ouvert a envi- 
ron 2 mètres de long; l’autre est fermé par un excellent robinet 
d’acier de Golaz. Un morceau de phosphore est suspendu à la partie su- 
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périeure par un fil de platine. Le tube tout entier est renfermé dans 
un manchon en verre dans lequel circule de bas en haut un courant 


Fig. 9. 


\ 
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d’eau continu. Un thermomètre sensible placé à la hauteur du phos- 
phore donne la température qu’on a cherché à conserver la même, au- 
tant que possible, pendant tout le cours des expériences faites sur un 
même gaz. Ces expériences durant nécessairement plusieurs jours, il 
fallait saisir les occasions favorables. 

La marche des expériences est la même que celle qui a déjà été in- 
diquée. Le mélange étant introduit dans le tube, on établit un excès de 
pression, de manière à empêcher toute phosphorescence. On fait alors 
couler le mercure du tube fermé jusqu’à ce que la phosphorescence 
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apparaisse; on rend immédiatement la pression après avoir noté la di- 
vision où s’est arrêté le mercure. On répète l'expérience cinq ou six fois 
à des intervalles suffisants. On calcule la position moyenne qu’a prise 
le mercure et l’on mesure, en mettant les deux branches du manometre 
en communication, à quelle pression elle correspond. 

La plus grande difficulté était la préparation des mélanges gazeux, 
leur introduction dans le tube à phosphore et leur analyse. Voici com- 
ment j’ai opéré. 

L'oxygène et le gaz en expérience, préparés avec tout le soin pos- 
sible, étaient renfermés dans deux petits gazomètres à mercure A etB, 

fermés en haut par un robinet en verre. Ces deux gazomètres communi- 

quaient par le robinet à trois voies Cet le fil capillaire de cuivre D avec 
une cloche divisée E, placée sur une cuve profonde. Le robinet C ouvrait 
aussi la communication du côté du manométre; enfin en F se trouvait 
encore un robinet à trois voies permettant de conduire le gaz dans le 
tube à phosphore ou de le rejeter à l’extérieur par le tube de dégage- 
ment G. | 

On commençait, au moyen du manomètre, par faire le vide dans toute 
la partie droite de l’appareil; puis, par un jeu convenable des robinets, 
on faisait dans E un mélange des deux gaz en proportion déterminée. 
On faisait alors passer une partie de ce mélange dans le tube à phos- 
phore. Une fois les expériences terminées, on refoulait le gaz par le tube 
abducteur G et on le recueillait dans une petite cloche H ou un eudio- 
mètre, suivant les cas, pour en faire l'analyse. Bien des fois on a fait 
passer directement une partie du mélange de la cloche E dans la cloche 
à analyse H. On a pu constater ainsi que, pendant le cours des expé- 
riences sur un mélange donné, la composition du mélange ne variait 
pas d’une manière sensible au contact du phosphore; du reste, comme 
je Vai déjà dit, on éteignait la phosphorescence presqu’au moment 
même où elle commençait à apparaitre. 

Les résultats obtenus pour chaque gaz étaient portés sur un papier 
quadrillé, en prenant pour ordonnées les pressions observées et pour 
abscisses les proportions de gaz inerte contenues dans le mélange. 
Ainsi l’origine ou l’abscisse zéro correspondait à l'oxygène pur, lab- 
scisse & au mélange qui, sous un volume 1, contenait x de gaz inerte 
et 1 — a d'oxygène. Si y est la pression observée relative au mélange a, 
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la force élastique de l'oxygène dans le mélange est évidemment 
y(1—2x): il est donc facile de déduire la courbe des pressions de l’oxy- 
gène de celle qui représente les pressions totales. 

Avant d’en venir aux résultats de l’expérience, il ne sera pas Fer 
d'examiner quelle serait la configuration de la courbe ainsi construite 
dans I’ hypothèse énoncée en tête de ce chapitre, savoir que l'oxygène 
doit avoir dans le mélange exactement la force élastique à laquelle il 
faudrait le réduire s’il était pur, pour que, la température restant la 
même, la phosphorescence eût lieu. Soient a cette force élastique et y 
celle du mélange qui contient x de gaz inerte : la force élastique de 
l'oxygène dans le mélange est y (1—x), et cette force élastique doit 
être constante et égale à a; on a donc l'équation 


iy fir gered 


équation d’une hyperbole équilatére OA (fig. 10) ayant pour asymptotes 
l’axe des a et la droite x =1. Cette hyperbole coupe en O l’axe des y, 
et le coefficient angulaire de la tangente en ce point a également pour 
valeur a; quant à la pression de l’oxygène dans le mélange, elle est 
évidemment représentée par une parallèle OB à l’axe desæ, menée à la 
distance y = a. 

Je n’ai trouvé ce résultat pour aucun gaz. Les pressions totales sont 
bien toujours représentées par des hyperboles équilateres; mais ces 
hyperboles n’ont plus pour asymptote l’axe des x, mais une parallèle 
à cet axe. La pression de l’oxygène dans le mélange est bien représentée 
par une droite, mais cette droite n’est pas parallèle à l’axe des æ; elle 
a toujours un coefficient angulaire négatif, et s'approche par suite de 
l'axe des æ à mesure que æ augmente. Elle n’a pas du reste la même 
inclinaison pour les différents gaz essayés, ce qui prouve que la na- 
ture du gaz a une influence; laquelle? C’est ce que je n’ai pu encore 
apercevoir. 

Il eût été désirable, pour faciliter les comparaisons, que les courbes 
relatives aux différents mélanges gazeux fussent toutes rapportées à 
une même température. Il eût fallu pour cela, ou que toutes les expé- 
riences fussent faites à une même température, ce qui est évidemment 
impossible, ou que pour chaque mélange on fit plusieurs séries d’ob- 
servations à des températures notablement différentes, de manière à 


243 


DU PHOSPHORE. 


i ne 
niece et d’un gaz sans action sur le es à 


Et 
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pouvoir, pour chaque mélange donné, construire la courbe des pres- 
sions en fonction de la température; mais il eût fallu, pour cela, mul- 
tiplier dans une proportion énorme, et peut-être sans aucun profit, les 
observations. Or ces expériences ne tardent pas à devenir très-fasti- 
dieuses : l'obligation de rester de longues heures dans une obscurité 
absolue, de ne pouvoir commencer les observations qu'après un assez 
long séjour dans l'obscurité, jusqu’à ce que l’œil ait acquis une sensibi- 
lité suffisante; la nécessité, pour faire les lectures ou les diverses mani- 
pulations, de ne s’éclairer qu'avec une lumière extrêmement faible 
sous peine de perdre beaucoup de temps à recouvrer cette sensibilité, 
sont des conditions de travail peu favorables et pour l’esprit et pour la 
santé, et à plus d’une reprise j’ai été contraint de m’arréter. 


VI. — Résultats obtenus avec les différents gaz. 


Mélange d’azote et d'oxygène. — Tous les observateurs ont remar- 
qué que la phosphorescence est plus vive avec lazote qu'avec tout 
autre gaz: aussi est-ce pour ce mélange que les expériences ont été le 
plus faciles. On déterminait la composition du mélange en absorbant 
l'oxygène par l’acide pyrogallique et la potasse. : 

Les expériences ont été faites à des températures comprises entre 
15 et 16 degrés. Elles ont donné les résultats suivants : 


Composition du mélange. Pression observée, Pression calculée. Différence. 
z S à 

mm mm mm 

0,000 670 670 O + 
0,050 685 685 0 
0,200 730 747 =i) 
0,203 790 798 — 8 
0,450 945 925 +- 20 
0,500 1010 990 + 20 
0,600 1129 1135 — 6 
0,700 1389 1397 — 8 
0,792 1895 1895 0 
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Les nombres de la troisième colonne sont les ordonnées de l’hy- 
perbole O, A, (fig. 10) qui a pour équation 


y (1— 2) + 360 x — 670 — 0. 


Leur accord avec les nombres observés est tout à fait satisfaisant, sur- 
tout si l’on considère que ces nombres ne correspondent pas exacte- 
ment à une même température et que les deux observations qui pré- 
sentent l’écart positif le plus grand sont celles qui ont été faites à la 
plus haute température. 


Les pressions de l'oxygène dans le mélange sont, par suite, données 
par la formule 
y = — 360 x + 670, 


c’est-à-dire-une droite O, B,, qui s’abaisse vers l’axe des x avec le coef- 
ficient angulaire — 360. 

Je n’ai pas fait de série d'observations à une autre température; mais 
j'ai observé avec beaucoup de précision que, sous la pression de 766,5, 
un morceau de phosphore placé dans un tube de verre de même dia- 
mètre que celui du manomètre cessait de luire dans l’air à la tempéra- 
ture de 7°,2. Or, à cette température, la pression maximum de 
l'oxygène pur est 440. Si l’on joint par une droite les deux points cor- 
respondant à ces données, on a une ligne exactement parallèle à la 
premiere, car son coefficient angulaire est $ (440 — ¢ 766,5) = 358,4 
(au lieu de 360). Il résulterait de là que, pour avoir les courbes relatives 
à l’azote pour les différentes températures, il n’y aurait qu’à modifier le 
terme constant de l’équation et à le remplacer, dans chaque cas, par la 
pression maxima de l’oxygène pur correspondant à cette tempé- 
rature. 

Je vais indiquer comment j’ai obtenu le nombre 7°, 2 cité plus haut. 
Le dimanche 16 février 1873, vers 7 heures du soir, les diverses 
pièces dépendant du cabinet de Physique du lycée de Montpellier 
étaient à des températures comprises entre 7°, 1 et 8°,7. Un morceau de 
phosphore, suspendu par un fil de platine, a été porté successivement 
dans ces pièces et observé à distance, de manière à éviter l’influence de 
l'observateur. Voici les résultats obtenus : 


246 SUR LA PHOSPHORESCENCE 


8 7, phosphorescence assez vive, nuages lumineux. 
0,0, > moins de nuages. 
8,5, phosphorescence très-pâle et intermittente. 

8,4, pas de phosphorescence. 


La phosphorescence avait donc lieu dans lair libre à 8°, 5. 

On eut alors l’idée d'introduire le phosphore dans un tube à essai 
fermé à un bout et de même diamètre à peu près que le tube manomé- 
tique. Il luisait dans la pièce dont la température était 8°, 4. Il luisait 
encore très-faiblement dans une pièce dont la température était 7°,5, 
mais ne luisait plus dans une autre où elle était 7°,1. Il est évident 
que le tube en verre empêchait le refroidissement du phosphore par 
voie de rayonnement. 

Je ferai encore deux remarques sur les mélanges d’azote et d’oxy- 
gène. La première, c’est qu'à la pression atmosphérique ordinaire et 
à la température de 12 à 13 degrés les bulles qui traversent l’eau en 
contact avec du phosphore ne sont lumineuses que si le mélange con- 
tient au moins 90 pour 100 d’azote. Or, à cette température, il faudrait 
une pression de 2*%,7 pour empêcher le phosphore de luire dans ce 
mélange, c’est-à-dire une pression 2,7 fois plus grande. Ce résultat 
semble s'expliquer facilement et même apporter un nouveau témoignage 
en faveur de la théorie que j'ai essayé d'établir. Il prouverait tout sim- 
plement que la vapeur de phosphore qui émane du phosphore dissous 


dans l’eau a une force élastique qui n’est que ee de la force élastique 
> « - 


maxima à la même température, à moins que la vapeur d’eau n’ait 
elle-méme une influence, ce que je ne crois pas. 

La seconde remarque, c’est qu’il me semble y avoir une analogie 
frappante entre les résultats présentés ici pour le phosphoré et ceux 
auxquels M. P. Bert (*) est arrivé pour la respiration des animaux. Le 
savant physiologiste a montré que, si l’on fait varier la pression à laquelle 
l'être vivant est soumis, les proportions d'oxygène et d’azote qui con- 
stituent l'air cessent d’être les plus favorables à la respiration; que si la 


(') P. Bert, Cosnptes rendus de l’Académie des Sciences, 30 mars 1874, p. 911. 
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pression augmente, l’air est trop riche en oxygène ; que si elle dimi- 
nue, il est trop pauvre, et que si l’on veut que la respiration continue 
à s’effectuer sans trouble, il faut faire varier la richesse en oxygène de 
l’air en sens inverse de la pression. Ainsi M. Bert trouve qu’à la pres- 
sion de 340 millimètres la respiration s'effectue convenablement dans 
un mélange contenant o,55 d’azote, et à la pression de 250 millimètres 


dans un mélange à 0,37; ou, en adoptant les notations déjà employées, 
à des valeurs de x égales à 


0,37, 0,55, 0,792, 
correspondent des valeurs de y 


2507, Bho", 760™™, 
et, par suite, des pressions d’oxygene y (1— a) égales à 
TJ 00, don ile Too" 


c’est-à-dire que,’ pour que la respiration s’effectue bien, il faut que l’oxy- 
gene ait dans le mélange une pression sensiblement constante et égale 
à 155 millimètres environ. Ce fait peut s’expliquer tres-simplement par 
les lois de dissolution des gaz : dire que la pression de l’oxygène est 
constante dans le mélange, c’est dite qu’il s’en dissout toujours dans le 
sang la même quantité. Toutefois, je ne puis m'empêcher d’être frappé 
de ce fait, qui me permettra d’exprimer ma pensée en un mot, que si 
le travail respiratoire consistait à oxyder du phosphore qui serait 
charrié par le sang, il résulterait de ce qui précède que les choses se 
passeraient exactement comme elles se passent dans les expériences de 
M. Bert. 

Mélange d'oxygène et d’oxyde de carbone. — On verra tout à l’heure 
pourquoi je prends ce mélange à la suite du précédent. La phospho- 
rescence y présente peu d’éclat. Les analyses étaient faites, tantôt en 
absorbant l'oxygène par l’acide pyrogallique et la potasse, tantôt en 
faisant détoner le mélange et absorbant l'acide carbonique par la 
potasse. On a employé plusieurs fois les deux procédés simultanément 
comme vérification. 
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Les expériences ont été faites à la température de 6°, 5. 


Composition du mélange. Pression observée. Pression calculée. Différence. 
es 

mm mm mm 
0,000 400 400 0 
0,080 4o2 404 — 2 
0,248 4r2 416 — 4 
0,300 430 422 + 8 
0,420 450 436 + 14 
0,440 460 ko + 20 
0,544 470 460 + 10 
0,655 500 497 + 3 
0,675 512 508 + 4 
{ 0,850 720 700 +20 
0 ,895 860 830 + 30 

0,900 892 850 + 42 . 


Les nombres de la troisième colonne sont les ordonnées de l’hyper- 
bole O, A, (fig. 10) qui a pour équation 


y(1— x) + 350 x — 400 = o. 


Ils sont généralement un peu faibles, et l’on aurait un accord plus satis- 
faisant en modifiant de quelques unités le coefficient de æ. La pression 
de l’oxygène dans le mélange est représentée par la droite O0,B;, ayant 


pour équation | 
y =— 350 x + 400, 


et dont le coefficient angulaire est — 350. Pour l’azote nous avions 
trouvé — 360. On peut considérer ces nombres comme identiques, et 
cette remarque présentera de l'intérêt si on la rapproche de cette 
autre, que l’azote et l’oxyde de carbone ont tous deux la même densité. 


Mélange d'hydrogène et d'oxygène. — L'analyse du mélange d’hy- 
drogène et d'oxygène a été faite par l’étincelle électrique raté on 
était dans les limites de combustibilité; dans les autres cas, en absor- 
bant l'oxygène par l'acide pyrogallique et la potasse. Quelques ana- 
lyses ont été faites par les deux procédés simultanément. 

Les expériences ont été faites entre 16°, 5 et 18°, 5. Comme elles ont 


DU PHOSPHORE. 249 


été très-nombreuses, je transcris seulement celles qui se rapprochent 
le plus dela température de 17°, 


Composition du mélange. Pression observée. 


Pression calculée. Différence. 
x y HE 

0,000 732 732 a 
0,244 768 768 0 
0,374 8o1 798 + 3 
0,416 802 811 — 9 
0,477 835 834 + 1 
0,619 930 915 +15 
0,820 1252 1243 +19 


Les nombres de la troisième colonne sont calculés par la formule 
YÜi— x) +620x — 732 = 0, 


qui représente encore une hyperbole O, A, et qui conduit, pour les 
pressions de l’oxygène dans le mélange, à l'expression 


y= — 620x + 732, 


équation d’une ligne droite 0,B, dont le coefficient angulaire est — 620, 


beaucoup plus grand que celui que nous avons trouvé pour l’azote et 
l’oxyde de carbone. 


Mélange d'acide carbonique et d'oxygène. — La remarque à la- 
quelle ont donné lieu l’azote et l’oxyde de carbone rendait intéres- 
santes les expériences faites avec deux autres gaz ayant la même 
densité. L’acide carbonique et le protoxyde d’azote se présentaient 
naturellement. 

Pour doser les mélanges d’oxygene et d'acide carbonique, on absor- 
bait l’acide carbonique par la potasse; puis, comme vérification, on 
ajoutait parfois de l’acide pyrogallique pour absorber à son tour l’oxy- 
gène. 

Voici les résultats d’une série d'expériences faites à la température de 
1 2 degrés. 
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Composition du mélange. Pression observée. Pression calculée. Différence. 
z maïs oy VE 

mm mm mm 
0,000 is ATO 510 0 
0,130 517 -- 5 
0,400 543 + 17 
0,470 55% 560 NET 
0,615 600 592 . - pif 
0,670 615 624 — 9 
0,700 637 630 + 7 
0,760 663 668 — 5 


Les nombres de la troisième colonne sont les ordonnées de l'hyper- 
bole O,A,, ayant pour équation : 


y (t—x) + 460% — 510=0. 


Les pressions de Voxygene dans le mélange sont représentées par la 
droite 0, B,, dont l’équation est 
y = — 46ox + 510, 


et le coefficient angulaire — 46o. 


Mélange de protoxyde d’azote et d'oxygène. -- L’analyse du mé- 
lange était faite en absorbant l’oxygène par l’acide pyrogallique et la 
potasse ; dans un cas, on a analysé le résidu en le faisant détoner avec 
l’hydrogène et l’on a trouvé un résultat concordant. 

Les expériences ont été faites à la température de 14 degrés. 


Composition du mélange. Pression observée. Pression calculée. Différence. 
xv vA 
mm mm mm 
0,000 580 580 0 
0,300 660 646 + 14 
0,450 705 707 — 2 
0,690 972 930 + 42 
0 ,900 1785 1975 — 190 


Les nombres de la troisième colonne correspondent à l’hyperbole 
O; A;, ayant pour équation 
yx (t— x) + 425 x — 580 — 0. 
L'accord n’est pas aussi complet que précédemment; mais les expé- 
riences ont été aussi moins nombreuses. 


ol 
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La pression de l'oxygène dans le mélange sera représentée par la 
droite O;B;, dont l'équation est 


Y = — 425 x + 480, 


et le coefficient angulaire — 425. Nous avons trouvé pour l'acide car- 
bonique — 460. Sans doute ces deux nombres ne diffèrent pas beau- 
coup l’un de l’autre; mais, comme le résultat obtenu avec l'hydrogène 
en particulier n'indique pas que ces coefficients suivent l’ordre des 
densités, il n’y a pas lieu d’insister sur la remarque à laquelle avaient 
conduit les deux premiers. : ; 

Pour être complétement fixé à cet égard, j'avais pensé à expéri- 
menter sur un gaz de grande densité, et j’avais choisi le cyanogène, 
mais toutes les tentatives que j’ai faites pour opérer avec ce gaz ont été 
infructueuses; outre que les appareils se salissent d’une façon déses- 
pérante, la phosphorescence est toujours tellement faible qu’il m’a été 
impossible de saisir, comme avec les autres gaz, le moment où elle 
s’établissait. 

Il y aurait maintenant, pour compléter ce travail, à déterminer l’in- 
fluence des gaz ou des vapeurs qui agissent chimiquement sur le phos- 
phore. Tous ces corps apportent un obstacle plus ou moins grand à la 
phosphorescence; leur nombre est d’ailleurs tres-grand, comme je l'ai 
déja indiqué. Le Mémoire de Graham contient un grand nombre de faits 
et des expériences intéressantes, en particulier, sur l’action de l’hydro- 
gene bicarboné; mais l'esprit se perd au milieu de cette nomenclature 
de corps d’origine et de propriétés si différentes, et s’épuise en vain à 
chercher un fil conducteur qui lui permette de se retrouver au milieu 
de ce dédale. J'ai fait de nombreuses expériences sur ce sujet, mais ce 
fil je ne suis point encore parvenu à le saisir. Je ne pense pas, du reste, 
que tous ces corps agissent de la même manière. Beaucoup se combinent 
évidemment avec le phosphore; d’autres, comme l’éther, les alcools, le 
sulfure de carbone, l’essence de térébenthine sont des dissolvants du 
phosphore. Quand on plonge un bâton de phosphore dans un flacon sa- 
turé de la vapeur d’un de ces corps, une couche de liquide se condense 
immédiatement à la surface. Si on le retire au bout de quelques instants 
et qu’on l’examine dans l’obscurité, on constate que la couche liquide 


s’évapore, et sitôt qu’un des pointsest à découvert la phosphorescence 
32. 
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se déclare dans le voisinage de ce point. La couche liquide persiste au 
contraire dans un espace saturé de vapeur, et elle reste la même quelle 
que soit la pression des gaz étrangers qui s’y trouvent. Le phosphore 
émet toujours de la vapeur; mais cette vapeur a une force élastique 
moindre que celle qu’elle aurait dans le vide ou dans un gaz inerte; 
elle est dans le même état que la vapeur d’eau en présence d’une dis- 
solution concentrée de sel ou d’acide sulfurique; son état hygromé- 
trique, si je puis m’exprimer ainsi, s'éloigne plus ou moins de l'unité. 
La tension du phosphore n'étant plus la même, il faut changer aussi 
celle de l'oxygène pour rester dans les limites de combustibilité et la 
réduire dans le même rapport; et l'expérience montre, en effet, qu'il 
suffit d’abaisser la pression pour faire reparaitre la phosphorescence. 

Aussi, si l’onsuspend un baton de phosphore dans un ballon au fond 
duquel on a versé assez d’essence de térébenthine pour que l’espace en 
reste saturé, la phosphorescence apparaît dans l’air quand la pression 
n’est plus que de quelques centimètres. 

Mais, encore une fois, mes études sur ce point ne sont pas encore 
assez avancées pour que je puisse me prononcer d’une manière défini- 
tive et classer les corps qui agissent sur la phosphorescence, en ren- 
dant un compte exact du rôle que joue chacun d'eux. Pour quelques- 
uns, la portée de ces études dépasserait beaucoup l’objet particulier 
qu’on a ici en vue. Tout le monde sait que le gaz oléfiant, par exemple, 
qui nuit si énergiquement à la phosphorescence, met aussi obstacle à 
la combustion de l'hydrogène dans l’eudiomètre (‘); qu’il empêche le 
potassium de s’oxyder dans l’air (?), etc. D’un autre côté, on se heurte 
à chaque instant, dans ces recherches, à la question de l’ozone qui, par 
elle-même, n’est point de nature à apporter beaucoup d’éclaircisse- 
ments. 

Ces éclaircissements, peut-être serai-je assez heureux pour les four- 
nir un jour; ils formeraient le complément naturel et nécessaire du 
présent travail; mais j'espère que l’on voudra bien m’excuser de 
n’avoir pas attendu ce complément. 


(') H. Davy, Recherches sur la flamme (Ann. de Chimie et de Phys., 2° série, t. 1V , P- 817. 
(?) Granam, Observations sur l’oxydation du phosphore (Quart. Journal, n° 11.— Ann. 
SS 


Pogg., t. XVII, p. 375; 1829). 
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RECHERCHES EXPERIMENTALES 


D'ÉLECTRICITÉ STATIQUE. 


Par M. Atrrep ANGOT, 


ANCIEN ÉLÈVE DE L'ÉCOLE NORMALE, AGRÉGÉ DE L'UNIVERSITE, 
PRÉPARATEUR DE PHYSIQUE AU COLLÉGE DE FRANCE. 


INTRODUCTION. 


L'objet premier de ce travail était l’étude des phénomènes électro- 
statiques qui se présentent aux deux pôles d’une pile complétement 
isolée. Cette étude pouvait offrir quelque intérêt par ce fait que la théo- 
rie donnée par Biot, et qui n’avait encore été contrôlée par aucune 
expérience, se trouve maintenant en désaccord avec une théorie nou- 
velle, basée sur les principes que l’emploi du potentiel a introduits dans 
l'étude de l’électricité. 

Mais, dans ce nouveau genre d’études, les travaux mathématiques 
ont précédé de beaucoup les recherches expérimentales, dont le 
nombre est très-restreint. I] m’a donc fallu, avant de pouvoir aborder 
le sujet principal, traiter un certain nombre de questions accessoires 
indispensables, ce qui m’a forcé à remettre à un second travail l’étude 
de la pile et à me borner pour le moment aux recherches expérimen- 
tales préliminaires. 

Comme les idées qui m’ont guidé sont peu répandues en France, au 
moins dans l’enseignement, je crois utile de rappeler tout d’abord quel- 
ques définitions indispensables pour l’intelligence de ce qui doitsuivre. 

1° Quantité d'électricité. — Si l’on électrise simultanément deux 
sphères conductrices isolées et égales, puis qu’on vienne à les séparer, 
comme rien ne peut distinguer l’une de l’autre, elles posséderont des 
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quantités égales d'électricité. De plus, si l’on vient à réunir sur Pune 
des spheres toute l'électricité qui se trouvait sur les deux, cette sphere 
possédera une quantité d’électricité double de la précédente. On peut 
donc parler de quantités d'électricité comme de quantités de chaleur, 
et cela quelles que soient les hypothèses que l’on adopte pour se rendre 
compte des phénomènes électriques ou calorifiques. 

En vertu des lois de Coulomb, la force qui s’exerce entre deux élé- 
ments électrisés est proportionnelle aux quantités d'électricité qu'ils 
possèdent, et en raison inverse du carré de leur distance. On prendra 
done comme unité de quantité d’électricité la quantité qui, concentrée 
en un point, et agissant sur une quantité égale concentrée en un autre 
point situé à une distance égale à l’unité, exercera sur ce point une 
action égale à l’unité de force. 

Quant à l’unité de force, elle dépend des unités de masse, de lon- 
gueur et de temps. Pour la première et la dernière il n’y a guère de 
difficulté, et l’on est généralement convenu de prendre pour unité de 
temps la secondé, et pour unité de masse celle du gramme, ou, plus 
exactement, celle de 1 centimètre cube d’eau distillée à la température 
de son maximum de densité. 

Pour l’unité de longueur, il y a plus de divergence dans les opi- 
nions : nous adopterons l'unité choisie par le comité de l'Association 
britannique, le centimètre, de sorte que l’unité de force sera la force 
qui, agissant sur 1 gramme de matière pendant une seconde, lui im- 
primera une accélération de 1 centimètre par seconde. Avec ces unités, 
le poids de r gramme à Paris vaut 980,88 unités de force. 

2° Densité et épaisseur électriques. — L’électricité ne se manifestant 
qu’à la surface des corps conducteurs, on a été conduit à la représen- 
ter par une couche qui les recouvrirait ; comme la distribution ne se 
fait pas d’une maniere uniforme sur toute la surface, cette couche peut 
avoir soit une épaisseur constante et une densité variable, soit une den- 
sité constante et une épaisseur variable. De là les mots de densité et 
d'épaisseur électriques en un point, mots qui ont même signification et 
sont employés indifféremment pour désigner le rapport de la quantité 
d'électricité qui existe sur une surface à cette surface elle-même, 
quand ses dimensions sont telles que l’électricité puisse y être consi- 
dérée comme distribuée uniformément. 
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Potentiel. — Si l’on considère un point M soumis à l'influence de 
masses électriques m, m', m’,... concentrées en des points situés res- 
pectivement à des distances r, r’, r”,.… du point M, on appelle poten- 
wel des masses électriques sur le point M l’expression 


m 
M D mi 

Cette fonction, purement mathématique à à l’origine, a été employée 
pour la première fois par Laplace, mais surtout par Gauss, qui lui a 
donné son nom. Plus tard, entre les mains de Green, de Clausius et 
de Thomson, elle a servi à établir toute la théorie de l'électricité. 

Ce n’est pas ici le lieu d’insister sur ses différentes propriétés, qui 
ont, du reste, été exposées plusieurs fois d’une façon simple et élé- 
mentaire ('). Il me suffit de rappeler les points suivants. 

Quand un corps conducteur électrisé est en équilibre, le potentiel 
de toute l'électricité qu’il possède est constant sur un point quel- 
conque de son intérieur. Ce potentiel se nomme alors, pour abréger, 
potentiel du corps: il est proportionnel à la quantité totale de l’élec- 

_tricité (*); on peut donc poser 
M 


(1) vss 


E étant une constante qui dépend de la forme du corps. 


(') Voir, Journal de Physique, t.1 (1872), les articles de M. Cornu, p. 7, 87, 241, et de 
M. Potier, p. 145 et 217. 

(7) En effet, considérons une série de points faisant partie d’un même corps conducteur, 
possédant des masses électriques 77, m', m",..., et situés à des distances 7, 7’, r”,... d'un 
point P. Le potentiel des masses électriques sur le point P sera 


Si l’on change la quantité totale d'électricité du corps, qu’on la rende, par exemple, K fois 
plus grande; comme sur un même corps la distribution électrique se fait toujours de la même 
Gin les masses électriques des différents points seront devenues respectivement Km, Km’, 


Km",..., et le nouveau potentiel des masses électriques au point P sera 
! 
Vis ee FE a À 
r # 


Le potentiel est donc bien proportionnel à la quantité totale d'électricité que possède le 
corps. 
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Si le corps est une sphère de rayon R, possédant une quantité d’élec- 
tricité M, son potentiel au centre, et par suite dans tout l’intérieur 


est V = Le ilest égal à 1 pour M=1 et R=r. Nous prendrons donc 


pour unité de potentiel le potentiel d’une sphère d’un rayon égal à 
l’unité, et chargée d’une quantité d'électricité égale à l’unité. 

Capacité électrique. — Considérons maintenant un corps conducteur 
chauffé et en équilibre de température; pour élever sa température de 
T degrés, il faut lui donner une quantité de chaleur Q, et l’on a 


(2) Le C’ 
C étant la capacité calorifique du corps. 

On voit que l'équation d’équilibre électrique (1) a une grande res- 
semblance avec celle d'équilibre calorifique (2), ce quia fait donner a 
la constante E le nom de capacité électrique du corps. C’est la quantité 
d'électricité nécessaire pour faire acquérir au corps un potentiel égal a 
l'unité, de même que la capacité calorifique est la quantité de chaleur 
nécessaire pour échauffer le corps de 1 degré. 

La seule différence qu’il ne faut pas oublier de signaler est que, pour 
des corps semblables, la capacité calorifique croit comme le cube des 
dimensions homologues, tandis que la capacité électrique est simple- 
ment proportionnelle à ces dimensions. En eflet, si les deux corps sont 
semblables et possèdent des couches électriques distribuées semblable- 
ment, les quantités d'électricité qu’ils possèdent sont proportionnelles 


au cube des dimensions homologues : donc le potentiel V => = est 
proportionnel au carré de ces mémes dimensions, et par suite la capa- 


a M . he 
cité E = | varie comme le rapport de similitude. 


\ R e La 
Comme pour une sphère on a V —;;; la capacité d’une sphère est 


exprimée par le même nombre que son rayon, quelles que soient les 
unités adoptées. L'unité de capacité sera done pour nous la capacité 
d’une sphère de 1 centimètre de rayon. 
T° . . “ 
| L'analogie que nous avons signalée plus haut entre les mots quan- 
uité de chaleur et quantité d'électricité, température et potentiel, capacité 


+ 
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calorifique et capacité électrique, se poursuit beaucoup plus loin, ainsi 
que l’a montré Sir W. Thomson. Tous les problèmes d’équilibre élec- 
trique peuvent se traiter absolument par les mêmes équations que ceux 
d'équilibre calorifique et de a me suffit de citer l’exemple 


suivant : 


Deux corps de capacités électriques e ete’, 
aux potentiels set »’, sont mis en communi- 
cation par un long fil. Ils arrivent à un po- 
tentiel final V. 

La quantité d'électricité perdue par le 
premier est (»—V)e, celle gagnée par le 


second est (V — e’) e’; on a donc 


(V—')e'=(»—V)e, 
d’ou 
ve + v'e! 
Care 


Mais le premier corps possédait une quantité 
d'électricité m= ev; le second, m’= e'v'; 
donc 

m +m 


V = 


ee" 


Deux corps de capacités calorifiques c et c’, 
aux températures ¢ et ¢’, sont mis en contact, 
ou mieux mélangés. Ils arrivent a une tem- 
pérature finale T. 

La quantité de chaleur perdue par le pre- 
mier est (¢ —T) c, celle gagnée par le second 
est (T — 7’) c’; on a donc 

(T—?#')c’=(t—Th)e, 
d’où 


teste 


e+e 
Mais le premier corps possédait une quantité 
de chaleur g = ct; le second, g’=c’'t’; donc 


roe fe a 
Care 


Ce mode de raisonnement, d’une clarté et d’une simplicité remar- 
I 

quables, est dû à Thomson ('). C’est lui que nous emploierons exclusi- 

vement par la suite, car il facilite singulièrement l’étude de l’élec- 


tricité. 


Tension. — Le mot de tension, fort usité d'habitude en électricité, 
nous a paru d’un emploi dangereux. Ce mot, en effet, est employé au 
moins dans trois sens absolument différents, sans que, le plus souvent, 


on prenne la peine de le définir. 


Dans son sens le plus habituel en électricité statique, il est synonyme 
de densité électrique, mot qui est meilleur que celui de tension, et 
qui doit certainement lui être préféré. 

Souvent il sert à désigner la pression que l'électricité accumulée en 
un point exerce sur la couche d’air en contact qui s'oppose à son dé- 
part; dans cette acception, il désigne une quantité proportionnelle au 


(‘) Voir Tomson, Reprint of Papers on Electrostatics. On the uniform motion of heat, 
p. 1; On the electrostatical Capacity of a Leyden phial, etc., p. 51. 
Annales de l’École Normale. »° Série, Tome III. 33 
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carré de la densité, et si l’on veut cons ever le mot dension, c’est dans 
ce sens seul qu'il faudrait le faire. 

Enfin, quand il est question de piles, le mot tension se prend sou- 
vent pour désigner leur force électromotrice; il est alors absolument 
synonyme de potentiel. - à rs 

Pour ces causes, nous rejetons absolument dans tout ce qui suit le 
mot tension, et nous ne nous servirons que des mots quantité d'électri- 
cité, potentiel. et densité, mots qui n’ont jamais été employés que dans 
une seule acception, et dont le sens parfaitement défini ne peut donner 
lieu à aucune ambiguïté. ys 


I. — Méthode d'observation. Appareil de mesure. 


1. Construction et usage del électrometre. — L’instrument qui a servi 
à toutes mes recherches est une forme simplifiée de l’électromètre à 
quadrants de M. Thomson ('), proposée et employée par M. Branly (*). 

Il se compose de quatre quadrants A, B, A’, B’, disposés dans un 
méme plan horizontal, au-dessus desquels se meut une aiguille de 
métal en forme de 8, suspendue à un fil d’argent. Au-dessous, l’aiguille 
se prolonge par une petite tige verticale portant un miroir qui servira 
a mesurer les déviations par la méthode de la réflexion. Le tout est 
renfermé dans une cage carrée en glaces, surmontée, à la manière des 
balances de Coulomb, d’une cheminée en verre, sur laquelle vient s’a- 
dapter le tambour qui porte la pince du fil de torsion. Cette pince est 
elle-même terminée par une vis qui permet de la relever ou de l’abais- 
ser, de façon à faire varier à volonté la distance de l'aiguille aux sec- 
teurs. 

Pour les expériences, on réunit les secteurs deux à deux en diago- 
nale, de manière à en former deux paires qu’on électrise de signes 
contraires, et dont les actions sur l'aiguille sont alors concordantes. 

On peut se servir de cet appareil de deux façons différentes : 

1° On donne à l'aiguille une charge constante, et l’on fait commu- 


(') Tuomsox, Reprint of Papers of Electrostaties, p. 260. 
(*) Braniv, Annales de l'Ecole Normale (1873), p. 209. 


FT 
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niquer les deux paires de secteurs avec deux corps dont on veut mesu- 
rer la différence de potentiel : c’est ainsi qu'a opéré M. Branly, et 
qu’on se sert habituellement de I’électrometre de Thomson. Ce procédé 
est, du reste, particulièrement commode quand on étudie des sources 


Fig. 1. Fig. 2. 


d'électricité, c’est-à-dire des corps comme la pile, qui jouissent de la 
propriété de maintenir entre deux de leurs points une différence de po- 
tentiel constante. 

2° On peut donner des charges permanentes, égales et de signes con- 
traires, aux deux paires de secteurs, et mettre l'aiguille en communi- 
cation avec le corps qu’on étudie par l’intermédiaire du fil de torsion 
et d’un long fil de métal. Cette disposition est celle dont je me suis ex- 
clusivement servi, et c’est elle qu’il est le plus commode d’employer 
quand on veut étudier des corps conducteurs chargés d’une quantité 
limitée d'électricité. Elle permet de déterminer soit la charge du corps, 


soit sa capacité électrique, soit le potentiel auquel il se trouvait. 
334 
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En effet, soient V le potentiel du corps, C sa capacité, E celle de 
l’électromètre. En mettant l’électromètre en communication lointaine 
avec le corps, le système prend un potentiel ¢, et l’on observe une dé- 
viation 0. | 

Le potentiel final étant #, l’électromètre a reçu une quantité d’élec- 
tricité égale à Ev et proportionnelle à d, tant que les déviations ne sont 
pas trop grandes, et comme nous le démontrerons plus loin. D'autre 
part, la quantité d’électricité perdue par le corps est (V— +) CG; on a 


done 


(V—¢)CavE =Ko,. d'où Kô=VE : 


Si maintenant on observe la déviation 0, de l’électromètre quand on 
le met en communication avec une source au potentiel V, on a 


Ko,=VE, d’où 


équation d’où l’on peut déduire C ou la charge initiale du corps CY. 

Il reste maintenant à donner quelques détails pratiques qui peuvent 
être utiles à ceux qui devront se servir de cet appareil ou d’autres ana- 
logues. 

On mesure généralement les déviations par la méthode de la réflexion, 
en examinant avec une lunette les déplacements de l’image d’une règle 
divisée, placée à environ 2 mètres de l’appareil. L'image est renvoyée 
par un petit miroir plan suspendu à l’aiguille de l’électromètre. 

Cette manière d'opérer présente de nombreux inconvénients. 

Il est presque impossible d’obtenir un miroir suffisamment plan, 
surtout avec des dimensions aussi petites que celles qui conviennent à. 
l'appareil; de plus, la lunette est toujours plus ou moins affectée 
d’astigmatisme; enfin l’image qu’on observe provient de rayons qui ont 
dû traverser deux fois la glace qui ferme la cage. Pour toutes ces 
causes, l’image est généralement assez confuse, et il est bien difficile 
de mettre au point en même temps les divisions de l’échelle et les nu- 
méros de ces divisions. On évitera tous ces inconvénients en substituant 
au miroir plan un miroir concave, et en plaçant la règle divisée au 
centre de courbure du miroir, un peu au-dessous de l’axe. On obtient 
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ainsi dans le même plan vertical, et un peu au-dessus de l’axe, une 
image réelle égale à l’objet, et qui est très-bonne, Le même le 
miroir serait un peu défectueux. On sait, en effet, qu’au centre de 
courbure on est dans la position du minimum d’aberration. 

Comme règle divisée, on pourra prendre une échelle mitrométrique 
au cinquième ou au dixième de millimètre, dont on observera l’image 
avec un microscope. La règle dont je me servais était au cinquième de 
millimètre, et on la regardait avec un microscope grossissant cinquante 
fois. Le cinquième de millimètre paraissait done comme 1 centimètre 
à la distance de la vision distincte: on pointait le dixième de division; 
mais on voit qu’on aurait pu facilement le faire encore avec une règle 
au dixième de millimètre. 

On pourra se construire facilement un micromètre de la manière 
suivante. On prend une lame de verre, dépolie d’un seul côté; on pro- 
mène la face polie dans la flamme d’un appareil de Marsh, de façon à 
la recouvrir d’une légère couche d’arsenic. C’est sur cette couche, qui 
est d’une préparation et d’un maniement bien plus commodes qu’une 
couche d'argent, qu’on tracera la graduation à la machine à diviser. 
Après avoir inscrit les numéros, on recouvre l’arsenic de vernis photo- 
graphique. On dispose alors derrière cette échelle un petit miroir à 
45 degrés, qui y renvoie la lumière d'une lampe placée à distance, et 
produit sur la face dépolie un éclairement uniforme. 

L'image se présente alors sous forme de traits brillants se détachant 
sur un fond noir, et, malgré l’emploi du microscope, elle est encore 
infiniment plus brillante que l’image qu’on obtient d'habitude avec une 
échelle sur papier et une lunette. Les observations sont, de la sorte, 
beaucoup plus faciles et moins fatigantes pour la vue, et comportent 
une précision plus grande dans les pointés. 

Ajoutons que, si la glace qui forme l'appareil était défectueuse, ce 
qui pourrait troubler les images, il n’y aurait qu’à prendre un miroir 
concave dont le centre de courbure fit précisément sur la cage; c’est 
sur la partie intérieure de celle-ci qu'on appliquerait le micromètre, et 
l’image serait alors soustraite à toute influence perturbatrice. 

Une cause de perte de temps dans l'emploi de l’électromètre, tel 
qu’il a été décrit, est la persistance des oscillations, due principale- 
ment à la forme même de l’aiguille, qui lui donne un grand moment 
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d'inertie. Ces oscillations sont de deux sortes : les unes horizontales, 
provenant de la torsion du fil qui se détord en oscillant autour de sa 
position d'équilibre; les autres se produisent toutes les fois qu’une 
trépidation ou un choc vient ébranler l'appareil : le fil et l'aiguille 
se mettent alors à osciller dans un plan vertical, comme un pendule. Il 
suffit du plus petit mouvement pour produire ces oscillations, et elles 
rendent toute mesure impossible pendant longtemps. On évitera cet 
ennui en fixant verticalement à l'aiguille, dans le prolongement de 
l'axe, une petite tige de verre portant une lame de platine qui va plon- 
ger dans de l'acide sulfurique. Cette disposition amortit beaucoup les 
oscillations horizontales, et détruit presque immédiatement les oscilla- 
tions verticales. On vérifiera, du reste, que la présence de cette palette 
ne diminue en rien la précision des mesures, par ce fait que l'appareil 
revient toujours rigoureusement à son zéro. 

La seule précaution à prendre est de faire plonger la palette de pla- 
tine en entier dans l’acide sulfurique; si elle était coupée par le niveau 
de l’acide, il se formerait tout le long de la ligne de contact un grand 
ménisque qui changerait de forme pendant le mouvement et pourrait 
apporter des perturbations. La présence de l’acide sulfurique a, en 
outre, l'avantage de bien dessécher l’air de la cage, qu’il sera commode 
de munir d’une porte pour faciliter le renouvellement de l'acide. 

Pour éviter l'influence que les corps voisins, électrisés ou non, pour- 
raient exercer sur l’électromètre, il sera prudent d’entourer l’appareil 
d'écrans conducteurs en communication avec le sol. 

Le dernier point utile à connaitre est la manière d’obtenir une charge 
constante, soit sur les secteurs, soit sur l’aiguille. On a proposé les 
piles sèches, mais elles ne donnent pas de bons résultats. Elles sont 
trop influencées par les variations de température et d'humidité, et ont 
une conductibilité beaucoup trop faible; si par hasard on vient à y tou- 
cher, leur charge baisse brusquement et met un temps assez long à re- 
prendre sa valeur initiale. 

Il est beaucoup plus avantageux d'employer des piles de Volta, zine, 
cuivre et eau, montées en couronne, dont l’usage paraît avoir été indi- 
qué par Gassiot ('), mais dont Hankel s’est le premier servi dans ses 


(') Gassror, Philosophical Transactions, 1840 et 1844. 
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recherches sur l'électricité atmosphérique ('). Généralement, on con- 
stitue ces piles au moyen de petits vases de terre dont on noie la base 
dans de la gomme laque, afin d’avoir entre eux un isolement parfait; 
mais l'opération de la fusion de la gomme laque est longue et ne peut 
se faire que sur de très-petites quantités à la fois. On pourra la rem- 
placer de la manière suivante. On commence par couler, sur la planche 
qui doit porter les pots, une légèré couche de soufre, qui forme une 
base isolante solide sur laquelle on dispose en ordre tous les vases; 
puis on coule entre eux de la paraffine qui les fixe, tout en les 
isolant aussi bien que de la gomme laque. L'emploi de la paraffine 
présente un double avantage : tout d’abord, c’est un corps tres-facile 
à manier, qui fond, suivant les échantillons, de 45 à Go degrés, en de- 
venant liquide comme de l’eau : c’est un très-bon isolant; enfin la pa- 
raffine est une substance grasse, sur laquelle l’eau ne s’étale pas, mais 
reste en globules qu’on peut enlever avec une pipette par simple aspi- 
ration, de sorte que les éléments de la pile restent parfaitement isolés, 
quand même en les montant on laisserait tomber un peu d’eau entre 
eux. | 

La dimension des éléments étant absolument indifférente, on peut la 
réduire autant qu’on voudra. 

En employant de petits godets en terre contenant 4 grammes d’eau, 
une pile de 100 éléments forme un carré de 30 centimètres seulement 
de côté. 

Enfin, pour éviter l’évaporation de l’eau des godets, on pourra verser 
à la surface une légère couche d'huile; on obtient de la sorte des élé- 
ments qui, une fois montés, peuvent servir presque indéfiniment. Mon 
électromètre fonctionnait avec deux piles montées par ce moyen, et 
formées chacune de roo éléments, dont un des pôles communiquait 
avec le sol, et l’autre avec une des paires de secteurs. Ces piles ont été 
en usage pendant cinq mois entiers sans qu'il ait été nécessaire d’y 
toucher une seule fois. 

On pourra, si l’on veut réduire le nombre des couples, en augmenter 
la force électromotrice en prenant, par exemple, des couples zinc-pla- 
tine au lieu des couples zinc-cuivre, et en amalgamant le zinc. 


(') HanxeL, Poggendor{f’s Annalen, t. UXXXIV (1851) et LXXXVIIL (1853). 
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La force électromotrice de l’élément zinc-cuivre-eau filtrée étant. 1 


Celle de l’élément zinc amalgamé cuivre-eau est.............. DE Là 
» zinc ordinaire platine-eau est.............. ky, 
» zinc amalgamé platine-eau est........... ébsrit 728 


Ces nombres ont été obtenus très-simplement au moyen de l'électro- 
mètre lui-même, en formant une pile d’un certain nombre de couples, 
dix ou vingt, dont on fait communiquer un des pôles avec le sol, l’autre 
avec l’aiguille de l'électromètre. Le rapport des déviations produites 
par deux piles différentes est celui de leurs forces électromotrices. 


2. Graduation et vérification de l'électromètre. — La première opéra- 
tion à faire avant de se servir de l’électromètre est de le régler de façon 
que, sans torsion, l'aiguille se tienne en équilibre sous l’action des sec- 
teurs chargés. Ce réglage n’est pas nécessaire quand on n’étudie que 
des sources d'électricité, mais devient indispensable quand on opère 
avec des corps chargés d’une quantité limitée d'électricité. Pour régler 
l'appareil, il suffit de faire communiquer avec le sol toutes les pièces, 
aiguille et secteurs, et d'observer la position d'équilibre de l'aiguille; 
cette position ne doit pas changer quand on chargera les secteurs avec 
leurs piles, l'aiguille restant reliée au sol. Apres quelques tatonnements, 
on réalisera cette condition en tournant le tambour supérieur qui porte 
le fil. Dans ces conditions, l’équilibre de l'aiguille ne doit pas non plus 
étre troublé quand elle aura été isolée quelque temps, puis qu’on vien- 
dra a la faire communiquer avec le sol. 

Quand le fonctionnement de l’électromètre est régulier, on peut vé- 
rifier les propositions suivantes : 


, 


1° Les deviations de l'électromètre sont proportionnelles, jusqu’à une 
certaine limite, aux quantités d’électricité que possède l'aiguille. 


Cette proposition a déjà été démontrée par M. Branly ('), et je l’ai 
vérifiée moi-même afin de savoir jusqu’à quelle limite je pouvais compter 
sur la proportionnalité. Le moyen le plus simple pour la déterminer est 
le suivant. On a démontré à plusieurs reprises, et je reviendrai sur ce 
fait, que, dans une pile dont les éléments sont soigneusement isolés et 


(') Branty, loc. cit., p. 221. 
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dont un des pôles communique avec le sol, le potentiel de l’autre est 


proportionnel au nombre des éléments. Si done on vient à mettre l’ai- 
guille de l’électromètre en relation avec un nombre variable d'éléments 
d’une semblable pile, le quotient de la dé 
ments doit être constant; au moment où il. 
atteint la limite de la proportionnalité. 


J'ai ainsi obtenu, par exemple, les nombres suivants, pour des jours 
différents et en variant la sensibilité : 


n “4 


L 


tion par le nombre d’élé- 
cessera de l’être, on aura 


(nombre è 0) 3 
d'éléments). (déviation). ñ n Py n 
20 42,0 2,10 20 30,4 1,520 
4o 83,7 2,09 40 60,9 1022 
à 
n ©) n 
20 30,4 ». 25020 
4o 60,9 E5022 
60 01,2 1,520 
80 122,6 1,532 
100 154,1 1,541 L 


De ces nombres il résulte que l’on peut compter sur la proportion- 
nalité tant que les déviations sont inférieures à 100, ce qui correspond 
à un angle de 3°20’42” (‘). Je n’ai jamais dépassé et n’ai même atteint 
qu’exceptionnellement des déviations de 80 divisions (2° 4o’ 48”); j'étais 
donc toujours absolument certain de me trouver dans les limites de 
proportionnalité. 


2° Le potentiel au pôle isolé d’une pile dont l’autre pôle communique 
avec le sol est absolument indépendant de la forme et des dimensions de 
ce pôle. : 


(') L’échelle était divisée en cinquiémes de millimètre, et placée à une distance de 170™, 5 
du miroir. L’angle «, correspondant à une déviation de 100 divisions, était donc donné par 


la formule 
[C0 


OU 10100 42" 


pour 80 divisions de déviation on aurait un angle de 2°40’ 48". 
Annales de l’École Normale. 2° Série. Tome III. 34 
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Ce fait, sur lequel on a besoin de s’appuyer constamment et qui est 
une conséquence de la théorie du potentiel, se vérifie avec la plus 
grande facilité : il suffit de mettre l'aiguille de l'électromètre en com- 
munication avec un quelconque des éléments de la pile, et d’ob- 
server la position d’éq ea. Si l’on réunit le pôle isolé à un conduc- 
teur de grandes dimensions, par exemple à un condensateur à grande 
surface, la position d'équilibre n’est pas changée. Si l’électrometre est 
en relation avec l'élément même que l’on réunit au condensateur, la 
déviation diminue quelquefois un peu au moment du contact, mais 
reprend rigoureusement sa valeur première. La diminution primitive 
n’a même pas lieu si la pile est formée de substances très-conduc- 
trices. 


3° Quand on met un corps conducteur électrisé en communication loin- 
taine avec I’ électrométre, la déviation de ce dernier est proportionnelle à la 
charge du corps. 


& Cette proposition résulte de la loi de partage d’électricité entre deux 
corps conducteurs, dont les formules ont été données plus haut. 1] m’a 
paru bon cependant de la vérifier par expérience. 

Pour cela, j'ai employé un condensateur à plateaux, provenant d’un 
électroscope condensateur de Volta. Le plateau condensateur était mis 
en communication permanente avec le sol; le plateau collecteur pou- 
vait être mis en relation avec un nombre variable d’éléments d’une pile 
de Volta, puis avec l’électromètre : on a toujours observé la propor- 
tionnalité entre les déviations et le nombre d'éléments employés. 

Cette proportionnalité subsistait quand, le condensateur étant chargé, 
on séparait les plateaux, puis qu’on mettait le collecteur en communi- 
cation avec l’électromètre. On a ainsi observé les nombres suivants : 


n é o 
(nombre d'éléments). (déviation). m 
2 1997 9,85 
4 39,5 987 
6 59,8 9,83 
8 78,5 9,81 
10 96,5 9,65 
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. 0 ; : : ‘met 
Le quotient , est d’abord constant, puis baisse un peu, ce qui tient 


à deux causes : d’abord, dans les dernières expériences, on a dépassé 
la limite de proportionnalité; de plus, lorsqu'on sépare les deux arma- 
tures du condensateur, le collecteur prend un potentiel beaucoup plus 
élevé (') : par suite, la perte d'électricité doit être beaucoup plus ra- 
pide, ce qui diminue 0. 

Avant d'appliquer l’électromètre à la mesure de la capacité élec- 
trique d’un cylindre et à l’étude de la pile isolée, il était nécessaire 
d’en déterminer la capacité; mais il s’est rencontré dans cette recherche 
des difficultés dues uniquement à des phénomènes d'influence, et qui 
m'ont forcé à effectuer cette mesure de plusieurs façons et à lui donner 
plus d'importance qu’elle ne devait tout d’abord en avoir. 


(') En effet, soient V le potentiel primitif du collecteur faisant partie du condensateur ; 
C sa capacité dans les mêmes circonstances; C’ la capacité du collecteur isolé, et V’ son 
potentiel. La quantité Q d'électricité que possède le collecteur ne changeant pas pendant 
expérience, on a 


Q=VC= VE d'où V=v = 


C ; : 
nombre beaucoup plus grand que V, car vd représente le pouvoir condensant du condensa- 


teur. En effet, le collecteur seul, de capacité C’, en communication avec une source à poten- 
tiel constant V, prend une charge M’ telle que l’on ait M'= VC’. Le même collecteur, faisant 
cette fois partie du condensateur, possède une capacité C. En relation avec la même source, 
il se charge d'une quantité M d'électricité au potentiel V, et l’on a M = VC. On en déduit 


5 représente donc bien le pouvoir condensant. 


Cette propriété m’a permis d'obtenir une étincelle dans lair avec une pile de 40 éléments 
de Volta zinc-cuivre-eau ordinaire. Il suffisait de mettre ces 4o éléments en relation avec 
le condensateur à plateaux, puis d’éloigner le collecteur et d’en approcher le doigt pour 
en tirer une étincelle. | 

C’est, je crois, la première fois qu’on observe une étincelle provenant d’une source élec- 
trique aussi faible. 


a) 
aS 
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II. — Capacité électrique d'une sphere, de deux sphères en 
contact et d'un condensateur sphérique. Mesure de la 
capacité de l’ électrometre. 


3. La capacité d’une sphere est représentée par le méme nombre 
que son rayon, comme nous I’avons vu plus haut. Le moyen qui paraît 
le plus simple pour déterminer la capacité E de l’électromètre est alors 
le suivant. | 

On le met d’abord en relation avec une pile qui lui donne un poten- 
tiel V, et lui imprime une déviation 0). On a alors | 


Ko, — EV. 


Puis on charge une sphère de capacité S avec la même pile, et on la 
met ensuite en communication lointaine avec l’électromètre ramené au 
zéro. On observe une seconde déviation d,, et, d’après les équations de 
partage électrique que nous avons établies plus haut, on a 


À S 
na ET 
d'où 
CP ne ies 
nee de à 


La seule difficulté, etelle est capitale, est que, par suite de l’influence 
qu’exercent sur la sphère les corps environnants, sa capacité réelle 
est toujours plus grande que son rayon, sans que l’on puisse évaluer 
la différence, qui n’est négligeable dans aucun cas. 

Pour le démontrer, il suffira de considérer le cas de deux sphères 
concentriques : la sphère intérieure, de rayon R, sera en communica- 
tion avec une source à potentiel V; la sphère extérieure, de rayon R’, 
sera en communication avec le sol. Dans ces conditions, la sphère in- 
térieure prend une quantité d'électricité + M, et, comme on est dans 
le cas d’un condensateur fermé, la sphère extérieure possède une 
quantité d'électricité égale et de signe contraire — M. Le potentiel au 
centre est donc 

Mm M. 


M, _ NM R'—R 
PART OR MER” 
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c’est-à-dire que la capacité de la sphere intérieure est maintenant 

RR’ 
R’— KR 
Supposons une sphère de ro centimètres de rayon placée au milien 

, x À Age ° Q Q Q Q 
d’une salle de 10 mètres de côté, dimension qui n’est certainement ja- 


mais réalisée dans aucun laboratoire, on aura alors R’ = 500, R — 10: 


"es s és 
la capacité de la sphère sera donc R x >; elle est donc accrue d’en- 


49 


viron sg de sa valeur par l’influence seule des murailles de la pièce. 
En supposant une salle de 4 mètres de côté, on aurait une erreur 
de 34. ; 

Dans cette évaluation n’entrent pas tous les objets contenus dans la 
pièce, et qui exercent sur la sphère une action d’autant plus grande 
qu'ils en sont plus rapprochés, de sorte qu’on peut être certain que la 
capacité de la sphère se trouve altérée d’au moins 3 de sa valeur. 

Il serait inutile, d’autre part, de chercher à atténuer l'erreur en se 
servant de très-petites sphères, car, en vertu de sa forme même, l’élec- 
tromètre agit comme condensateur et possède une capacité assez 
grande, qui ne pourra être déterminée avec précision qu’autant qu’on 
lui comparera des corps dont la capacité ne sera pas relativement trop 
petite. 

Cette influence est une cause d’erreur dont on ne s’est jamais, je 
crois, assez préoccupé dans les expériences d'électricité statique. J’ai 
cherché à l’atténuer autant que possible en suspendant les sphères au 
moyen de longs fils de soie à une traverse qui passait au milieu de la 
salle, aussi loin que possible de tous les corps étrangers; mais l'erreur 
subsiste toujours, ainsi qu'on le verra par les nombres suivants, résul- 
tats de mes premiers essais de détermination de la capacité de l’élec- 
tromètre. 

J'ai expérimenté successivement avec trois sphères dont les rayon 
étaient 12°,5, 10°,6 et 5°,3. 

Les deux premières colonnes des tableaux suivants donnent les va- 
leurs de 0, (‘) et de 0, définies plus haut; la troisième contient les 


au lieu de R. 


(') Dans la colonne qui donne les valeurs de d,, on remarquera des nombres qui dépassent 
de beaucoup la limite de proportionnalité de l'appareil; mais ce ne sont pas les nombres 
directs de l’expérience : on chargeait toujours les sphères en les mettant en communication 
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valeurs calculées de = = _ ; enfin la derniere donne la valeur de 


S obtenue en prenant E = 43,2, valeur déterminée en toute rigueur 


par un autre procédé qui sera exposé plus loin. 
En comparant les valeurs de S avec le rayon correspondant qui 
mesure la capacité propre de la sphère, on aura une idée de l’effet de 


l'influence. 


Sphère de rayon 12°,5. Sphère de rayon 10°,6. 
dy 3, x F s d d, se pos 
97:4 23,9 0,325 14,0 163,0 34,4 0,268 11,6 
95,3 23,4 0,325 14,0 150,0 31,9 0,270 11,6 
09,6 . 24,1 - 0,319 13,8 15955. 93.5. £0,992. TL) 
do: 2124, -40,930. *) 342 111,04 00,05 04993... 0 
56,0. 24,4 04229.) 131, bs 191.0 399,0, "0,294 12,5 
150,8 38,67", 327" Ent 10060 + 2950" “No ange = F7,0 
¥0043'0935,3'' 0,337 114,0 10673: 139354) +o SOU SET 
209,0 56,2 0,367 15,8 207,3 52,6 0,340 14,9 


Sphère de rayon 5°,3. 


dy tee es S bo Sx, eee s 
07:79 120 0,129" 9,40 100,70 19 GE OSEO . oye 
1007 10m FOO PIaG © 6544 82,5 HO 'oY32885, 70 
open, Hicioy asic 5,53 69,1 S32 070}5SS : ‘63 
96,011, 2055 5) 0;,123),°5,3 156,910 19,2! 900,246 «66,08 


Les premiers nombres donnés dans chacune de ces séries sont tous 
bien concordants; ils ont été obtenus en prenant les précautions indi- 
quées pour diminuer l’influence extérieure. A la fin de chaque co- 
lonne on a mis, au contraire, les résultats d’expériences faites dans le 


but de montrer combien la part de l’influence peut être grande. Dans 


avec une pile de 100 éléments; mais comme la méme pile, réunie directement à l’électro- 
métre, aurait donné une déviation trop forte, on ne prenait dans ce cas que 4o ou 6o éléments 
de la pile, de façon à avoir toujours des déviations inférieures à 100. On en déduisait ensuite, 
par la règle de proportionnalité, la déviation 3, à inscrire dans le tableau, et qu’on aurait 
observée en reliant directement I’électrométre à la pile de 100 éléments, si la proportion- 
nalité avait subsisté aussi loin. 


canal 
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ces dernières expériences, les sphères étaient portées par trois pieds 
de verre d'environ 30 centimètres, terminés par un petit bâton de cire 
d'Espagne. L'expérience révèle immédiatement l'influence exercée par 
la table sur laquelle reposaient les pieds. On a même outré ces effets en 
approchant des conducteurs isolés à 30 ou, 4o centimètres de la sphere; 
l'influence a pu, dans ces derniers cas, augmenter la capacité de la 
sphère de +, et même avec la seconde sphère de + de sa valeur. 

Il était donc impossible de déterminer directement par ce moyen la 
capacité de l’électromètre. On peut cependant se servir des expé- 
riences précédentes de la manière suivante : on construit une courbe 
ayant pour abscisses les valeurs des rayons des sphères, et pour ordon- 
nées les oe de la capacité de l’électromètre, déduite du rapport 


expérimental © ~~» dans lequel on prend pour valeur de S sa 


on 
Ee ae 
vraie valeur, celle du te de la sphére. On a ainsi pour E des nom- 
bres d’autant plus inexacts que l’influence est plus grande, c’est-à-dire 
que R est plus grand. Mais l’erreur diminue avec R, et la courbe donne, 
par sa rencontre avec l’axe des y, la valeur limite de la capacité de 
l’électromètre pour R = o, dans le cas où l’influence serait nulle. 

Des tableaux ci-dessus on déduit (') 


Po tot = = 3506, d'où E= 38,2; 
E CES 

Pour Ro, 6. == 3,69, d'où E= 39,1; 
E DEN 

POUR MY 40,9, a x Ge 7,91, d'où E = 41,9. 


Prolongée jusqu’à l'axe, la courbe construite avec ces données dé- 
termine, pour valeur de E, le nombre E = 42,9. 


4. Condensateurs sphériques. — La valeur de E peut être déterminée 
directement en se servant de condensateurs sphériques. Dans un con- 
densateur formé de deux sphères concentriques, la sphère extérieure 
étant en communication permanente avec le sol, la capacité de la 


(') Ces nombres ne résultent, bien entendu, que des expériences pour lesquelles l'influence 
est minima, et les derniers nombres de chaque tableau n’entrent pas dans la moyenne: 
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ue ed RR’ | nl 
sphère intérieure de rayon R est ;> comme nous l'avons établi ci- 
dessus; mais sur cette sphère il n’y a plus à craindre d’influence exté- 
rieure : on a donc ainsi un corps de capacité connue, à l’aide duquel on 
pourra déterminer la capacité de l’électromètre en toute rigueur, par la 
méthode exposée précédemment pour les sphères. 

Les expériences ont été faites avec une sphère de rayon R = 3°,95, 
supportée par quatre pieds de verre au centre d’une sphère creuse, de 
rayon R’ = 6°,20. Cette dernière portait une petite tubulure par la- 
quelle passait un fil métallique permettant d'établir la communication 
de la sphère interne soit avec la pile, soit avec l’électromètre. La dé- 
viation observée d, permettait de calculer, comme on l’a vu précédem- 
ment, la capacité E de l’électromètre, sachant que la capacité du con 
densateur est 

Ce RAR Bt 10,9. 
K—R ; 

Il a été fait par cette méthode quatre séries d’expériences qui ont 

donné les nombres suivants : 


i) > 
00 — 91 


E 
ay ë ce E 
150,0 30,2 3,97 43,3 
164,0 32,9 3,99 43,5 
168,0 34,0 3,94 42,9 
197,0 39,8 3,95 43,1 


La moyenne de ces nombres très-concordants donne, pour valeur 
de E, 
E = 43,2; 


nombre très-peu différent de 42,9, que l’on avait déduit précédemment 
de la courbe donnant la variation apparente de capacité de l’électro- 
mètre avec le rayon des sphères de comparaison, 

Dans ce qui précède, il a été nécessaire de s’appuyer sur cette pro- 
priété des condensateurs fermés, que la quantité d'électricité dévelop- 
pée par influence sur l’armature externe, en relation avec le sol, est 
égale et de signe contraire à la quantité d'électricité que possède l’ar- 
mature intérieure. 


\ 


D'ÉLECTRICITÉ STATIQUE. 273 


Ce théorème, démontré expérimentalement par Faraday, puis re- 
trouvé par Clausius comme application des propriétés du potentiel, me 
semblait assez connu pour qu’une nouvelle démonstration en parût 
inutile; cependant, comme il vient d’être mis en doute et même nié 
complétement dans ces derniers temps (*)s je crois utile d’y revenir 
aussi brièvement que possible. 

La démonstration générale, dans le cas de surfaces absolument quel- 
conques, de forme comme de position, a été donnée fréquemment (2). 
Comme elle est un peu longue, je me contenterai de la rappeler et de 
donner seulement une démonstration très-simple dans le cas de deux 
sphères concentriques, qui est justement celui que j’ai traité par expé- 
rience. 

Considérons deux sphères concentriques : la sphère intérieure pos- 
sede une certaine quantité Q d'électricité sous l’influence de laquelle 
se développent sur les deux faces de la sphère enveloppante des quan- 
tités —Q’ et + Q’ d'électricité. 

Si nous prenons un point m, situé dans l’intérieur de la grande 
sphère, et à une distance d du centre, ce point étant à l’état neutre, les 
actions de toutes les couches électriques sur lui se font équilibre. 

La couche extérieure + Q’, enveloppant le point m, exerce sur lui 
une action nulle. 

La couche interne — Q' de la grande sphère et la couche + Q de la 
petite agissent toutes deux sur le point extérieur m, comme si elles 
étaient concentrées en leur centre. Leur action est donc 


mais, comme le point m est en équilibre, ces actions ont une somme 
nulle; done Q = Q’, c’est-à-dire {que la quantité d'électricité induite 
est égale à l'électricité inductrice. 

Ce théorème important a tout d’abord été démontré par Faraday de 
la manière suivante. 


(*) VorrceLur, Comptes rendus de l’ Académie des Sciences, t. LXXVIII; 31 mars 1874. 
(2) On pourra la trouver notamment dans le Traité de la Théorie mécanique de la cha- 
leur, de M. Briot ( Électrostatique, p.222 et suiv.). 
Annales de l’École Normale. 2° Série. Tome III. 35 
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Il prend un long cylindre creux conducteur, fermé à une extrémité, 
parfaitement isolé, et en communication métallique avec un électro- 
scope très-sensible. Dans ce cylindre il enfonce une boule métallique 
électrisée, tenue par un manche isolant. L’électroscope diverge, et, 
aux premiers instants, la divergence augmente à mesure qu’on enfonce 
la boule. A partir d’une certaine profondeur, quand le cylindre peut 
être considéré comme un corps fermé par rapport à la boule, la diver- 
gence devient constante, quels que soient les déplacements de la masse 
agissante, et elle ne change pas non plus quand on vient à toucher la 
boule avec le corps conducteur chargé. 

Depuis la Note de M. Volpicelli, j’ai moi-même recommencé un 
grand nombre de fois cette expérience, qui m'a toujours donné le 
même résultat. Je l'ai variée encore de la manière suivante : la boule 
étant enfoncée dans le cylindre jusqu’au point où la divergence devient 
constante, on met un instant le cylindre en relation avec le sol. La 
divergence de l’électroscope devient nulle et reste nulle quand on 
vient à toucher le cylindre avec la boule chargée. 

Enfin j'ai encore vérifié ce théorème avec le condensateur sphérique 
dont je devais me servir, et en employant les procédés de mesure les 
plus délicats. La boule intérieure du condensateur était suspendue par 
un fil de soie passant dans une toute petite tubulure de l’armature ex- 
térieure; celle-ci était composée de deux hémisphères de Magdebourg, 
reposant sur des pieds isolants. La boule étant suspendue bien au 
centre de l’armature interne, on soulevait l'hémisphère supérieur et 
l’on chargeait la sphère inductrice en la touchant avec une pile sèche 
très-puissante; on refermait l’armature extérieure, on la mettait un 
instant en relation avec le sol, puis en communication permanente 
avec l’aiguille de mon électromètre : celui-ci n’indiquait aucune dévia- 
tion, toute l'électricité induite se trouvant retenue sur la face interne 
des hémisphères; puis on lachait le fil de soie, de façon que la boule 
interne vint toucher l’armature extérieure. A ce moment, l’électromètre 
persistait à rester au zéro. Si l'électricité inductrice avait été en exces, 
cet excès se serait immédiatement porté à la surface des hémisphères 
et sur l’électromètre. Dans mes expériences, l’électromètre était assez 
sensible et la charge de la sphère inductrice assez forte pour qu’on eût 
facilement pu apprécier —{- de cette charge. 


PE a 
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Cette expérience peut donc être considérée comme une justification 


complète, pre du reste, peu nécessaire, de l'emploi des condensa- 
temps fer 


5. 1.2 de deux sphères en contact. — Pendant que mes appareils 
étaient tout disposés pour la comparaison de la capacité de l’électro- 
mètre et des sphères, il m’a paru intéressant de déterminer expéri- 
mentalement la capacité du système formé par deux sphères en contact. 
Ce cas est un des rares problèmes d'influence que l’Analyse ait pu 
résoudre complétement. La solution première a été donnée par Pois- 
son (*), qui, après des calculs très-pénibles, a donné l’équation géné- 

rale du problème et a calculé, dans quelques cas particuliers, la densité 
aux différents points des deux sphères, la densité moyenne sur chacune 
d’elles et les quantités d'électricité dont elles sont chargées pour un 
potentiel donné : ce dernier nombre est précisément la capacité, si le 
potentiel est égal à 1. 

Plana (?) a repris et développé les calculs de Poisson; il a calculé, 
pour différents rapports des rayons des deux sphères, la charge que 
prend chacune d’elles pour un potentiel égal à l’unité; la somme de 
ces deux charges est précisément la capacité électrique du système. 

Nous extrayons les nombres suivants du Mémoire de Plana; le rayon 
de la grande sphère a été pris pour unité, de sorte que, pour avoir la 
capacité d’un système de deux sphères, il faudra multiplier par le 
rayon de la grande sphère le nombre de la quatrième colonne, qui 
correspond au rapport des rayons des deux sphères : 


Rayon Charge Charge 
de la de la de la 
petite sphère grande sphère petite sphère Capacité 
rie E . E,. C=E +E,. 
I 0, 69315 0, 69315 1 , 38629 
9 0,72108 0,59777 1, 31885 
0,8 0, 75116 0, 50496 1, 25612 
0,7 0,78267 0,41459 1,19726 
0,6 0, 81629 0, 32831 1,14460 
0,5 0 ,89161 0,24700 1, 09861 
+. 0, 88809 0,17228 1 ,06037 


(') Porsson, Mémoires, t. VII, p. 46 et 57. 
(?) Prana, Mémoires de l’Académie des Sciences de Turin, série I, t. VI; 1845. 
35. 
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Les expériences ont été faites comme pour mesurer la capacité d’une 
seule sphère. Pour éliminer autant que possible la cause d’erreur pro- 
venant de l'influence, on déterminait successivement la capacité appa- 
rente du système des deux sphères, puis la capacité apparente de la 
plus grosse seule, et l’on prenait leur rapport. Ce rapport doit être 
d'autant plus voisin de celui des capacités réelles que la petite sphère 
est plus petite, car l'influence sur le système entier ne diffère pas 
alors sensiblement de l'influence sur la grosse sphère seule. Les résul- 
tats sont résumés dans le tableau suivant : 


R R' a ë, ë, £ C 
1259 10,6 0,848 164,0 49,8 0,436 17,0 
12,5 10,6 0,848 155,2 47,2 0,435 17,0 
12,5 5,8 0,424 156,2 40,6 oyssx 1355 
10,6 5,3 0,500 156,2 35,5 0,294 11,9 
10,6 53 0,500 156, 2 35,7 0,296 11,5 

543 3,92 0,740 eee 21,3 0,159 6,52 


En se servant des nombres de Plana et en calculant par interpolation 
° . 4 
ceux qui conviennent aux valeurs des rapports ag des rayons des 


sphères employées, on trouve entre le calcul et l’expérience les rela- 
tions suivantes : 


Spheres. Capacité observée. Capacité calculée. 
12,5 + 10,6 17,0 16,06 
12,5+ 5,3 13,7 13,36 
10,6+ 5,3 51,0 11,65 
5,3+ 3,92 6,52 6,46 


L'accord est aussi complet que possible, excepté pour le premier 
nombre, où la différence observée est évidemment due à l'influence 
beaucoup plus grande sur le système des deux grosses sphères que sur 
l’une des deux seule. 
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Il. — Capacité électrique du cylindre droit à bases planes. 


L'étude de la capacité d’un cylindre droit à bases planes a été faite 
d’après la même méthode que celle de deux sphères en contact. 

Le cylindre était chargé avec une pile donnée, puis relié à l’électro- 
mètre; on observait une déviation d,. La pile donnait directement à 
l’électromètre une déviation d,, et la capacité du cylindre était 


Comme ce nombre devait servir dans des expériences postérieures, il 
était bon de contrôler les expériences et de s’assurer de leur valeur, ce 
qui pouvait se faire aisément de la manière suivante. On chargeait di- 
rectement l’électromètre avec la pile, ce qui lui imprimait une dévia- 
tion d,; puis on le mettait en contact avec le cylindre à l’état neutre : 
la déviation diminuait et devenait d,. La règle des partages électriques 
conduit pour ce cas à l’équation 


bd 


CE 


En égalant les deux valeurs de C, on obtient la relation 


do — d, La 0; 
A RC age Be) 


qui se réduit a 
ds hr +0). 

La vérification était donc tres-simple, et une expérience n’était ju- 
gée bonne que quand la somme 0, + 0, reproduisait à, à moins d’un 
centième. Dans les tableaux numériques qui suivent, il a paru inutile 
de faire figurer les valeurs de 9. Il suffit de savoir que les seules ex- 
périences conservées sont celles qui se prêtaient à la vérification. 

Ici, comme précédemment, la valeur de C déterminée par expérience 
n’est pas la capacité vraie du cylindre, mais sa‘ capacité apparente, 
modifiée par l'influence de tous les corps environnants. La différence 
entre ces deux nombres ne peut être estimée et atteint certainement 
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+ ou zp de leur valeur. On a cherché à la rendre aussi petite que pos- 
sible en suspendant le cylindre par un fil de soie au milieu de la pièce, 
et aussi loin que possible de tout corps extérieur. On déterminait 
alors, comme on l’a dit plus haut, la capacite apparente C’ = E = 
du cylindre. Ensuite on déterminait de la même manière la capacité 
apparente S’ d’une sphère de rayon connu, et de dimensions aussi voi- 
sines que possible de celles du cylindre. Dans ces conditions, les deux 
corps ayant mêmes dimensions et occupant la même position, leurs ca- 
pacités sont modifiées à peu près également par les corps extérieurs et 
/ 


C , A ae 
le rapport sera très-exactement le même que le rapport des capacités 


ee 
vraies & On aura donc 
C’ 


C=S ÿ 


où S représente le rayon de la sphère de comparaison. 

Grâce à cet artifice, on a pu déterminer la capacité d’un cylindre avec 
une approximation qui est certainement de -& à 5. Du reste, ce 
chiffre se trouve vérifié par ce fait que les capacités de cylindres sem- 
blables ont été trouvées proportionnelles aux dimensions homologues, 
quoique l'influence augmentat très-rapidement avec ces dimensions. 

Les cylindres employés étaient : 

1° Une série de cylindres de carton recouverts de papier d’étain, 
ayant tous 5 centimètres de rayon de base, et pour hauteurs 5, 10, 
20 et 4o centimètres, ce qui permettait, en réunissant plusieurs de 
ces cylindres, de faire varier de 1 à 14 le rapport de la hauteur au 
rayon; 

2° Deux grands cylindres ayant l’un 10 centimètres de rayon et 
10 centimètres de hauteur, l’autre 5,5 de rayon et 70 centimètres de 


h 
hauteur (; = 12,7) ; 


3° Des cylindres de hauteur variable, formés en empilant des disques 
de pile de Volta ayant 2°, 95 de rayon. On les réunissait sans interposer 
de rondelles de drap et, pour éviter toute force électromotrice, on avait 
soin de réunir les disques par les faces semblables, zinc sur zinc, cuivre 
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sur cuivre. De la sorte, on était absolument dans le cas d’un cylindre 
métallique formé d’une seule substance. 

Les résultats des expériences sont consignés dans les tableaux sui- 
vants : 


1° Cylindres de rayon r — 5. 


awh = C : h h : C 
7 Tr 

5 I 4,60 20 4 7,88 

5 1 4,72 » » 7,92 
10 2 5,84 4 .» » 792 
10 » 5,96 » » 8,04 
10 » 5 ,96 fo 8 11,40 
10 » 5,92 » » 11,36 
20 4 8,00. 70 14 15,16 

» » 7:96 80 16 16,72 

» » 7,88 


2° Cylindres de rayon r= 2,95. 


h C h C 

1,0 0,33 2310 11,8 4,00 4,59 

aaa 1,05 2,71 » » 4,67 

5,3 1,79 3,40 15,8 5535 5,21 

559 2,00 3,63 20,9 7,08 6,43 
* » 2,00 3:07 21,4 7,26 6,44 
10,4 2,07 4,30 23,6 8,00 6,85 
10,8 3,66 4,55 


3° Cylindres divers. 


Denon Cho 8 oo, 
Per gos 00 Cire 10 345 06,18. 


Restait à réunir tous ces nombres par une formule empirique simple, 
permettant de calculer facilement la capacité d’un cylindre de dimen- 
sions quelconques. Pour cela, je me suis laissé guider par les considé- 
rations suivantes. 

Il est facile de calculer la capacité d’un cylindre ouvert de grande 
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longueur (fig. 3). En effet, supposons le cylindre assez long pour que, 
sur toutes les parties dont l’action sur le centre n’est pas négligeable, 


Fig. 3. 


la densité puisse être considérée comme constante. Le potentiel au 
centre produit par un élément mn sur lequel la densité est y sera 


dv — AL 
rt 3? 


Le potentiel au centre dû à un anneau tel que DD’ sera done 


dz 


DUT) 
Vr? + 3? 


ce qui donnera, pour potentiel du demi-cylindre supérieur AB A’B’, 


h 


2 de 0. NE _ h 
tp sur amer (LE 1 /e 4 2) ue] ou 2nurls 


Le 
A 


Le potentiel du cylindre entier sera donc 


si r? peut être négligé devant 


V=ArprlL à: 


D'autre part, la quantité d'électricité que possède le cylindre est 


Q—27urh. 


» 
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La capacité C d’un cylindre ouvert, de tres-grande hauteur, sera donc 
Ru 
cat. 
À aie 
LE 


D'autre part, les intégrales elliptiques qui donnent la capacité d’un 
ellipsoide peuvent être réduites dans le cas où lellipsoide est de révo- 
lution et où l’axe diminue de plus en plus, ce qui amène le cas d’un 
plateau circulaire de rayon r. Elles donnent alors 


J'ai essayé, pour représenter la capacité d’un cylindre fermé, la 
formule | 
2r h 


DORE 2 ON Le) 
aL (A+ =) 


r 


? 


où À est une constante à déterminer par expérience. | 

Cette formule représente complétement les expériences pour A = 4°. 
En effet elle donne, comme capacités de cylindres de rayon r= 5°, les 
valeurs suivantes : 


POR Acai. + as: C= 4,73 
Pour Th 10"; Lee. C= 5,97 
Pour 4h == 20°. tee Jae C= 7,99 
POUL Gr) S24 0%. 5.0.6 C= 41,23 
POU 6 ome hx + orate C= 16,53 


qui sont justement, avec une approximation variant de 5 à z{>, la 
moyenne des nombres donnés dans le tableau des expériences. 
L'accord est encore plus grand si l’on compare les résultats donnés 
par l’expérience et par la formule pour des cylindres de rayon r= 2,95. 
Si l’on introduit dans la formule les logarithmes ordinaires au lieu 
des logarithmes népériens, elle devient 
2r O,2171h 


Annales de l’École Normale. 2° Série. Tome III. 36 


é 
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Cette formule, bien entendu, ne doit pas être considérée comme ayant 
une valeur théorique quelconque : c’est seulement une formule empi- 
rique qui peut donner la capacité d’un cylindre avec une approxima- 
tion qui est certainement comprise entre 35 et, c'est-à-dire bien 
suffisante pour les besoins ordinaires de l'électricité (*)- 


6. Capacité d’un condensateur à lame d’air. — La capacité d’un con- 
densateur à lame d’air, qu’il importait de connaître pour la suite de 
ce travail, a été déterminée par la même méthode que toutes les capacités 
précédentes, en mettant le condensateur en communication avec une 
pile, puis avec l’électromètre. 

Les deux plateaux circulaires étaient disposés horizontalement, le 
plateau inférieur en communication permanente avec le sol, le plateau 
supérieur suspendu par un manche isolant à un système de poulies qui 
permettait de l’abaisser ou de le relever à volonté, tout en le laissant 
parfaitement horizontal. Pour amener les plateaux à des distances con- 
nues exactement, on se servait de trois petites cales en verre, dont 
l'épaisseur avait été mesurée au sphéromètre, placées sur le plateau in- 
férieur, et sur lesquelles venait s'appuyer le plateau supérieur. Ces cales 
avaient une surface assez petite (?) pour qu’on n’eut pas à se préoc- 
cuper de leur présence et de leur pouvoir inducteur spécifique. 

J'ai employé deux paires de plateaux provenant d’électroscopes con- 
densateurs; ils avaient respectivement pour rayons 


9,15 et 4*,Q0. 


La marche de l’expérience était alors la suivante : les plateaux étant 
en présence, et le plateau inférieur en communication avec le sol, on 
chargeait le collecteur avec la pile; puis on mettait ce méme collecteur 


(*) lest bon de remarquer que la constante 4, qui figure sous le logarithme, n’a pas une 


4 h 
valeur absolument définie. En effet, quand = est grand, elle devient négligeable, et, même 
h x 
pour ~ —1, Ce qui est un des cas où elle a le plus d'influence, elle peut encore varier de 
75 de sa valeur (de 3,8 à 4) sans que log (a + ) varie de plus de ;4,. 


(*) Les trois cales recouvraient au plus =; de la surface du plateau. 


oe 
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à 


CEE: 


gepnble inutile de donner ici tous les nombres obtenus expéri- 
ent; Je ne rapporterai que les moyennes. Les expériences 
elle es présentent entre elles le même degré de concordance que 
celles qui ont été citées plus haut, tout au long, sur les cylindres et les 
sphères. 


Plateaux r—9,15. Plateaux r—9,90. 
Épaisseur d'air e Capacité c 
e. r C. É T 

0,814 0,0089 290,0 1,803 0,0368 45,2 

1,104 0,0114 217,0 2,781 0,068 30,9 

1,803 0,0197 135,0 3,543 0,0723 25,4 

- 2,781 0,0304 92,8 7,086 0,144 14,9 

3,549 0,0387 73,8 10,63 0,217 12,2 

7,086 0,0774 40,3 12,54 0,256 10,0 
Behe 10,63 0,116 29,0 
* age a a VE2 04 0137 26,2 
es 24,21 0,265 18,7 


Les nombres sont représentés très-exactement par les formules 


e(C — 6,80) = 237,5, pour le premier condensateur, 
e(C — 3,90)= 76,2, pour le second. 


Comme 6,80 et 3,90 représentent évidemment dans ces formules la 
capacité du collecteur seul, si l’on voulait avoir la force condensante 
pour une épaisseur donnée, il faudrait diviser la capacité correspon- 
dant à cette épaisseur par 6,80 ou 3,90. On sait, en effet, que la force 
condensante est le rapport des capacités du collecteur quand il fait 
partie du condensateur, puisqu'il est seul. 

Comme on le voit par les formules précédentes, la différence entre 
les capacités du collecteur, avec ou sans condensation, varie en raison 
inverse de la distance des deux plateaux, tant que cette distance reste 


inférieure à un quart de leur rayon, limite de mes expériences. Si la 
36. 
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distance est très-petite, la capacité du collecteur seul est négligeable 
devant celle du même collecteur faisant partie du condensateur, et LA 
l’on retrouve cette loi connue que la force condensante varie en raison ~ 
inverse de l’épaisseur de la lame isolante. jt. | 

Pour ce problème, il n’a pas été question d'influence. L'influence 
que peuvent exercer les corps extérieurs est effectivement négligeable 
devant celle du plateau du condensateur, surtout aux distances où j'ai 
opéré. Le seul effet qu’elle pourrait produire serait d'augmenter un peu 
la capacité du collecteur isolé; les nombres 6,80 et 3,90 semblent, en 
effet, plus forts que ceux que donnerait la théorie, s’ils pouvaient être 
considérés comme des disques circulaires sans épaisseur. 

Depuis la rédaction de ce travail, il a été publié en Allemagne (*) 
un Mémoire de Boltzmann Sur les constantes diélectriques des corps 
isolants. L’auteur étudie la capacité électrique d’un condensateur a 
plateaux de Kohlrausch, entre les plateaux duquel il interpose des 
lames isolantes de nature diverse. 

La méthode de Boltzmann est à très-peu près la même que celle que 
j'ai employée, puisqu'il se sert également de l’électromètre de Thomson. 
Les résultats de ce travail n’étant pas encore publiés, j'ignore s’ils com- 
prendront la détermination de la capacité du condensateur à lame 
d’air. Qu’il me suffise de rappeler ici que, d’après mes expériences, la 
différence entre les capacités du plateau collecteur faisant partie du 
condensateur, puis isolé, varie très-exactement en raison inverse de la 
distance des deux plateaux, au moins tant que cette distance est plus 
petite que le quart du rayon des plateaux, distance maxima où je 
me sois arrêté. 

Une fois les capacités de l’électromètre, d’un cylindre et d’un con- 
densateur déterminées, il est facile d’appliquer ces résultats à l’étude 
de la pile. Ce sera, du reste, principalement une question de théorie; 
quant aux expériences elles-mêmes, il suffira presque de citer les ré- 
sultats, la méthode expérimentale étant la même que dans tous les cas 
précédents. 


(') Botrzmann, Poggendorff’s Annalen, t. CLI; 1874. 


—— 09.0 a - 
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PHENOMENES ÉLECTROSTATIQUES DANS LES PILES“. 


WT 


I. — Théorie de Biot. 


La première théorie complète des phénomènes électrostatiques dans 
les piles a été donnée par Biot (?). Il part de cette hypothèse que, lorsque 
. deux lames de zinc ef de cuivre sont en contact, « le zine prend au 
cuivre un excès d'électricité a, constant pour ces deux métaux, soit 
qu'ils se trouvent dans l’état naturel ou non. » Malheureusement, 
tous ses calculs sont dominés par une confusion résultant de ce qu’il n’a 
jamais fixé la véritable signification de cette lettre «. Tantôt elle semble 
représenter une densité électrique, tantôt une quantité d'électricité. 
Quoi qu’il en soit, nous allons résumer rapidement les raisonnements 
de Biot, en nous écartant le moins possible de ses propres termes. 

Pour étudier l’état électrique au sommet d’une pile, Biot se sert d’un 
condensateur dont la force condensante sera F. En mettant un couple 
de la pile en communication conductrice avec le plateau collecteur seul, 
celui-ci prendra une charge E (quantité ou tension?) et le couple en 


possédera e. Nous poserons = =. Supposons maintenant que l’on 


mette en communication avec le même couple le collecteur faisant cette 
fois partie du condensateur. Il prendra une certaine quantité d’élec- 
tricité libre E’, tandis que le couple en possédera e’, et l’on aura tou- 


jours 


D'autre part, la quantité totale d’électricité que possédera le condensa- 


{eur sera 
FE’ = Fie’. 


(‘) Ce travail a paru postérieurement à la précédente Thèse. 
(*) Bror, Traité de Physique, t. Il, p. 478. 


= 


286 RECHERCHES. E) EXPERIMENTALES 
Connaissant donc i ret EY, aes urra en déduire e’. 


‘Il se présente dans | on, ae cas différents : 
n des ommunique avec le sol; 


1° Pile dont u 
es sont et ont toujours été isolés; 


2° Pile dont les Sus pal 
3° Pile dont un des f poles a été d’abord en communication avec le 


sol, puis isolé. 7 


1° Pile dont un pôle communique avec le sol. — Supposons une pile 
à colonne formée en empilant des disques de cuivre et de zinc, et des 
rondelles de drap imbibées d’eau pure ou salée. Le cuivre inférieur, 
communiquant avec le sol, sera à l’état neutre; le premier zinc prendra 
un exces d'électricité a qu’il communiquera au premier drap et au 
deuxième cuivre. Le deuxième zinc, qui doit avoir sur le deuxième 
cuivre un exces a, possédera alors 24 qu’il transmettra au deuxième 
drap et au troisième cuivre, et ainsi de suite. Enfin le n” zinc, le 
nie drap et le dernier cuivre, dont onrecouvre le drap pour enrecueillir 
l'électricité, posséderont un exces na. 

Sil’on met un condensateur en relation avec le pôle supérieur, le 
condensateur lui enlèvera une certaine charge qu’il reprend aussitôt à 
l'élément inférieur, celui-ci au suivant, et ainsi de suite jusqu’au der- 
nier qui reprend tout au sol. L’état électrique de la pile n’est done pas 
changé; la dernière pièce conserve une charge na, et le condensateur 
a pris une quantité d'électricité 


M, = Fina, 
proportionnelle au nombre d’éléments de la pile. 


2° Pile complétement isolée. — Si la pile est complétement isolée, on 
trouve la loi de distribution en écrivant que la différence de charge de 
deux éléments consécutifs, zinc-cuivre, est égale à a, et que la somme 
totale des quantités d'électricité est nulle. 

Si le dernier zinc, de rang x, possède un exces d'électricité libre x, 
les lames de zinc consécutives possèdent des excès qui forment la pro- 
gression arithmétique 


Ty L—A, L—2a,..., #—(n—1)a, 
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dont la somme est 


La série des mêmes quantités pour les lames de cuivre sera 
L— A, © 3G, E —34..1, LX— ne, 


dont la somme est 


n(n +1) 
Be ey 


La quantité totale d’électricité doit être nulle, ce qui donne 


n 
INg— Ng 0, OUT — 3% 


Le zinc supérieur possédera donc un excès d’électricité libre + “=, 


5 à ile na 
et le cuivre inférieur — ay! 


Pour lap” pièce de zinc en partant du sommet, la charge est 


z—(p-—t1)a, ou [: — (m —1)| CA 


2 


. n s : rye “ye: 
qui sera nulle pour m = 1 + => c’est-à-dire pour l'élément du milieu. 


Supposons maintenant que l’on mette le condensateur en communi- 
cation avec l’élément supérieur. La charge de ce dernier, qui était ae, 
devient +, et la charge totale de la pile est 

= 2nr — Na; 


quant au collecteur, il possède un excès d’électricité libre zx : donc une 


quantité totale 
M, — Fiz. 


La charge totale du systeme devant étre nulle, on aura 


Fix + 2nx—n?a=0, 
74 
d’où | 
na Fin’a 


Semel Mia 
ages itary Va M: Fi+on 
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Mais, dans le cas de la pile dont un des pôles communiquait avec le sol, 
on avait ‘ 
M, — Fin a, 
donc ; 
n 
gn D TES 1 
Cherchons maintenant le rang y de l’élément qui est devenu neutre. 
L’excés électrique de cet élément est 
n° 


Fidel 


æ—(p—1)a— 


Pour l’élément neutre, on aura 


a ( 1) o, dou rte 
eee eee = LS — es à 
Fi+2n 4 È Ê Fi+on 


Biot a calculé de même ce qui se. passerait si, au lieu de mettre le 
condensateur en relation avec le dernier élément de la pile, on lui fai- 
sait toucher un élément de rang quelconque. Ce calcul se fait absolu- 
ment comme le précédent et ne présente rien d’intéressant ; nous nous 
dispenserons donc de le répéter. 


3° Pile dont un des pôles, d’abord en communication avec le sol, est 
ensuite isolé. — Dans ce cas, la charge au pôle inférieur, d’abord en 
communication avec le sol, est nulle, et l’excès du pôle supérieur est na. 
La charge que possède la pile est donc 


Sur les zincs....... dine yes aie Wt ea. 


Sur les cuivres..... (n— tahini ala ns ne 


la charge totale est done 


n(n +1) n(n —1) À 
Sen Use QC, 
2 2 


Si l’on met le condensateur en contact avec le pôle resté isolé, celui-ci 
conserve un excès a, et le condensateur prend 


i) — Fix. 
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La charge sur la pile est, comme précédemment, 
Q—=onx — n'as 
La charge totale doit être égale à n?a; on aura donc 
Q+M = Fix +onx —na—na«, 
d’où 
2n? a , 2Finta 
n= —. e i eS 
Fi+2n Fi+on 


La charge du condensateur est double de celle du cas précédent. 
Quant au rang de l’élément devenu neutre, il est donné par l’équa- 
tion 


nn à an i av. 
P — 1)& = 0, ou Be Pee & 
dot ‘ 
ary 2n? 
eee an + Fi 


On pourrait également calculer M, et p’ pour le cas où ce serait un 
élément de rang m et non plus le dernier que l’on mettrait en commu- 
nication avec le condensateur. 


Il. — Théorie par le potentiel. 


L'idée de la nouvelle théorie des phénomènes électrostatiques de la 
pile a été puisée dans le Cours professé au Collége de France par 
M. Mascart (1873). C’est pour prononcer entre cette théorie et celle de 
Biot que tout le présent travail a été entrepris. 

Elle repose sur les principes suivants, qui sont presque idéntiques à 
ceux d’où était parti Biot, avec cette différence que le sens parfaitement 
défini cette fois des mots quantité d'électricité et potentiel rend toute 
confusion impossible. 

Au contact de deux substances hétérogènes quelconques, solides ou 
liquides, il se produit une différence de potentiel, constante pour les 
deux mêmes substances, et qui ne dépend ni de leur forme, ni de l’é- 
tendue des surfaces en contact, ni de leur état électrique antérieur; 
elle ne peut changer qu'avec la température. : 

Considérons maintenant une pile formée des éléments cuivre, zinc et 
drap mouillé. Désignons par m la différence de potentiel due au con- 
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tact zinc-cuivre, p. celle du contact zinc-drap mouillé, et p’ cuivre- 
drap mouillé, ces nombres pouvant avoir des signes quelconques. Le 
potentiel du zine inférieur étant », celui du drap mouillé sera ¢+ p, 
celui du cuivre, ++, et enfin celui du zinc suivant, g4-p+p. +m. 
Le potentiel au sommet de ce nouvel élément est donc Ob Bb Beh m, 
celui de l'élément précédent étant ¢. Sans entrer dans le détail, et 
quels que soient les signes de p, p/ et m, on voit done que la différence 
de potentiel aux deux extrémités d’un élément de pile est constante et 
peut être représentée par un nombre «=m + p + p', qui ne dépend 
que des substances en contact. Avec ce seul principe, et en appliquant 
les théorèmes du potentiel, il est facile d'établir la théorie de la pile 
dans les trois cas étudiés plus haut : 


1° Pile dont un pôle communique avec le sol. — Dans le couple qui 
communique avec le sol, l'extrémité inférieure est au potentiel zéro, 
l'extrémité supérieure au potentiel «; celle du couple suivant aura le 
potentiel 2x, puisque la différence de potentiel aux deux extrémités 
d’un couple est indépendante de son état électrique. De même, au 
sommet de la pile, au #*"* couple, le potentiel sera na. 

Si l’on met un condensateur de capacité C en relation avec ce pôle, 
il prendra le même potentiel na, puisque le potentiel est indépendant 
de la forme et des dimensions du pôle. La charge totale du condensa- 


teur sera donc 
M, — Cna. 


2° Pile complétement isolée. — La pile étant formée de » couples, la 
différence de potentiel aux deux pôles sera toujours na; mais tout est 
symétrique par rapport au milieu de la pile, de sorte que, pour des 


raisons analogues à celles qui ont été données dans la théorie de Biot, 


= 3 Na x na 
le potentiel à l’un des sommets sera + =? eta l’autre, — at 


Supposons qu'on mette un corps de capacité C en communication 
avec un des pôles; le potentiel diminue de ¢ sur ce pôle; mais il baisse 
en même temps de la même quantité sur toute la pile, car la différence 
de potentiel aux extrémités d’un couple est constante et indépendante 
de la valeur absolue de ce potentiel. (Ce point sera plus tard démontré 
directement au moyen d'expériences faites par Peltier, sans aucune 
idée théorique préconçue.) 
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“On a donc enlevé partout le même potentiel, c’est-à-dire une couche 
en équilibre d'elle-même. Or c’est là la seule propriété dont on se soit 
servi pour établir les équations de partage électrique entre des corps 
conducteurs. Au point de vue du partage électrique, la pile isolée se 
comporte donc absolument comme un corps conducteur, malgré toute 
sa complexité (1). 

| On conçoit dès lors qu’on puisse parler de la capacité électrique d’une 
pile, bien que ce mot ne puisse plus se rapporter à la définition qu’on 
en a donnée en parlant des corps conducteurs. Pour ces derniers, en 
effet, la définition de la capacité résultait de celle du potentiel, et de 
. ce fait que le potentiel était constant dans tout l’intérieur du corps, 

ce qui n’a plus lieu pour la pile. 

Le mot capacité d’une pile devra donc être compris comme représen- 
tant la capacité d’un corps conducteur semblable à la pile proposée, et 
de dimensions telles que, chargé à un potentiel égal à celui du point 
touché sur la pile, il abandonne aux corps avec lesquels on le met en 
relation la même quantité d'électricité que la pile elle-même. 

Quant aux dimensions absolues de ce conducteur, du moment que 
l'équation de partage entre la pile et un corps conducteur s’établit abso- 
lument comme pour deux corps conducteurs, on ne voit a priori aucune 
‘raison pour qu’elles soient différentes de celles de la pile elle-même. 
Ceci pourrait peut-être être démontré directement par le calcul; mais 
la vérification expérimentale s’est présentée d’elle-même dans ce travail 
de la manière suivante : 

Soient K la capacité de la pile, définie comme il vient d’être dit; 
P celle du cylindre conducteur homogène qui aurait mêmes dimen- 
sions que la pile, et C la capacité du corps extérieur, avec lequel on 
les mettra en communication. 


Le potentiel au sommet de la pile isolée étant ne et baissant de ¢ 


par suite du contact avec le corps C, ce dernier prend une charge M,, 
telle qu’on ait 


M,= (= +) C=Ky, 
> 
ut ro oh che Dairy onan anal mea 022 A | 


(‘) Voir les Comptes rendus des Séances de l’Académie des Sciences, séance du 29 juin 


1874. 
: 39. 
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DES , , . 4 : ’ L l 
d’où l’on déduit aie | &. 


f eg MOS M = 2 cK = ; 
VE = Cok): thot eee TOURS 
ee 
Si, d’autre part, on charge le cylindre conducteur de capacite P, et 
Perks Ft 
de mémes dimensions que la pile, avec une source au potentiel et 


RATE +, 
puis qu’on le mette en communication avec le même corps U que pre- 
ci 


cédemment, ce dernier prendra une charge M telle, qu’on ait 
d’où 


Si l’expérience donne M, = M, il faudra en conclure que K = P, 
c’est-à-dire que la capacité d’une pile, telle qu’on l’a définie plus haut, 
est exprimée par le même nombre que celle d’un cylindre homogène 
de mêmes dimensions. 

Or on trouve plus loin (p. 302) les déviations obtenues en mettant la 
pile en relation avec l’électromètre, c’est-à-dire la charge M, de l'élec- 
tromètre. | 

D'autre part, pour déterminer la capacité d’un cylindre, on char- 
geait ce dernier avec r00 éléments, puis on le mettait en relation avec 
l’électromètre. De la déviation ainsi obtenue on déduit, par simple pro- 
portionnalité, celle qu’on aurait observée si l’on n’avait chargé le cy- 
lindre qu’avec n éléments, c’est-à-dire M’. 

Or ces nombres, résultant d'expériences faites quelquefois à deux ou 
trois mois de distance, sont rigoureusement concordants, l’écart maxi- 
mum n’atteignant jamais + et rarement ;4; de leur valeur. 

Dans tout ce qui suivra, nous serons donc en droit de prendre pour 


(‘) Il faut ici x éléments au lieu de “ car les nombres de la page 302 se rapportent au cas 


d’une pile d’abord en communication avec le sol; la charge serait alors 


M, = ro 


K 
C+ K 
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capacité de la pile le méme nombre que la capacité du cylindre homogène 
de mêmes dimensions. À 
Ceci bien établi, revenons au cas nous occupe, celui de la pile 
complétement isolée, de capacité K =P, en relation avec un corps C. 
Nous venons d'établir que la charge que prend ce dernier est 
na OP je 


is C + P? 


mais, pour la pile communiquant avec le sol, on avait 


Mo—weC, done M, = "2 


Si l’on veut le rang de l’élément devenu neutre, le potentiel au som- 
met est 
na nor"? 


bn EC 
le potentiel sur le p*”"* élément en descendant sera donc 


na P 


DAT Er de 


ce qui donnera, pour rang de l’élément neutre, 


vis 
ae] 


3° Pile dont un des pôles a d’abord été en communication avec le sol, 
puis isolé. — Le pôle inférieur, d’abord en communication avec le sol, 
a un potentiel nul; celui du sommet est na. Si on le fait communiquer 
avec un condensateur, le potentiel sur toute la pile baisse de 9’; la pile 
perd donc une quantité d'électricité Py’. Le potentiel du sommet et 
du condensateur étant devenu na — ¢’, le condensateur a gagné une 
charge 


d’où 
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Le rang de l’élément neutre ser ra donné par un raisonnement ana- 
logue à celui du cas pape; il sera 


a Fi ee P 
2 P=1+ Pire 


PL A = 
Le calcul serait tout aussi simple dans les trois cas si, au lieu de 
réunir le condensateur au dernier élément, on lui faisait toucher un 


élément d’ordre quelconque. 
Nous résum 4 dans le tableau suivant les formules obtenues par les 


À méthoc 
= DE Biot. | THEORIE DU POTENTIEL. 


1° Pile dont un péle communique avec le sol. 


Excés au sommet : Potentiel au sommet : 
NO. NA. 
Charge du condensateur : Charge du condensateur : 
M, = Fing. M, = Cra. - 
2° Pile complétement isolée. 
Excès au sommet : Potentiel au sommet : 
No ne 
ie) ct 
Charge du condensateur : Charge du condensateur : 
M = M," SMS LE. 
22+ ras i "2 P+C 
Rang de l'élément neutre : Rang de l'élément neutre : 
= n° ne P 
PRES 2 7, ia Réal yg à à "0 
3° Pile en relation avec le sol, puis isolée. 
Excès au sommet : Excès au sommet : 
Na. 2a, 
Charge du condensateur : Charge du condensateur : 
Les TES Tie sai LE M pc CRE 
Rang de l'élément neutre : Rang de l'élément neutre : 
D = 1 + SH “ P 
Po para Fm ca Miele rr i 


~ 


aire at 
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- Ces deux séries de formules ont de grandes analogies; elles sont ce- 
pendant incompatibles, au moins dine les deux derniers cas. En effet, 
elles ne deviendraient identiques que si im on pouvait poser 


C Fi 


Pa on’ 

ce qui exigerait que la capacité de la pile fût proportionnelle au nombre 
des éléments ou à sa hauteur : or nous avons vu que la capacité d’un 
cylindre est bien loin de jouir de cette propriété. De plus, dans la théo- 
rie de Biot, la charge du condensateur et la position de l’élément 
neutre ne semblent pas dépendre de la hauteur des éléments de la pile, 
pourvu que l'élément terminal reste le même. Dans la théorie du po- 
tentiel, au contraire, la hauteur même de la pile a une influence tres- 
grande, puisque c’est un des facteurs de la capacité. 

Les deux théories ne sont d’accord que dans un cas, celui de la pile 
en communication permanente avec le sol. C’est justement le seul cas 
que l’on ait vérifié expérimentalement. Pour les autres cas, comme les 
signes électroscopiques que l’on avait tirés de la pile complétement 
isolée avaient toujours été très-faibles, aucune expérience n’avait été 
tentée, et l’on avait simplement remarqué que les quantités d’électri- 


cité obtenues paraissaient plus faibles que ce qu’indiquaient les for- 
mules de Biot. 


I. — Etude expérimentale. 


Le premier fait à vérifier est que la différence de potentiel aux deux 
extrémités d’un couple est constante et indépendante de l’état élec- 
trique du couple. Cela est démontré par cette conséquence, que dans 
une pile le potentiel au sommet est proportionnel au nombre des élé- 
ments. Cependant on trouve dans des expériences de Peltier (') une 
démonstration directe de ce fait. Cette démonstration est d’autant plus 
remarquable que Peltier n’a eu aucune idée de la signification vraie 
de ses expériences et du calcul qui leur est applicable (?). 


Notice sur la vie et les travaux de Peltier, p. 94. 
Cette interprétation des expériences do Peltier est due à M. Mascart. 


(4) 
(*) 
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Il prenait un élément de pile, par exemple de pile sèche, porté par 
des supports isolants, et-dont les deux-pôles. communiquaient avec les 
deux plateaux d’un condensateur C. Le plateau supérieur pouvait, en 
outre, être mis en relation avec un électromètre. Après dix secondes de 
contact, on rompt les communications, et on mesure la charge du col- 
lecteur A. Puis on ramène le plateau condensateur B à l’état neutre, et 
l’on remet tout en place, en laissant au plateau A la charge qu'il pos- 
sede. Rompant de nouveau les communications, on obtient pour A une 
nouvelle charge plus forte que la première, et ainsi de suite. 

Soit Q la charge que prend A dans le premier contact; au second 
contact, cette charge se distribue sur tout l’appareil, et A n’en con- 
serve que mQ, m étant un nombre plus petit que l’unité. Si la diffe- 
rence de potentiel est indépendante de l’état électrique du corps, A 
prendra dans le second contact une nouvelle charge Q; il possédera 
done | 


Q:—mQ+Q; 


après trois contacts, 
Q;=m(mQ+Q)+Q—Q(i+m+m), 


et apres 7 contacts, 


I— n° 
I— 7 


Q,=Q(1-+m+...4+m')=Q 


Les forces dans l’électromètre de Peltier étaient proportionnelles au 
carré de la charge, on avait donc 


= rest 1— mm" I— M 
VF, Pie ot 


1— m 1— mm" VF, = const. 


Les expériences ont été faites par Peltier, mais sans aucune idée 
théorique; il donne seulement les résultats numériques sans en déduire 
de conséquences. Ces résultats forment les trois premières colonnes du 
tableau ci-après; la dernière donne la comparaison des expériences 
avec le calcul en prenant m = 0,81. 
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Nombre Force | Nombre Force 
de correspon- de correspon- 
contacts dante VE =" contacts dante VE 
n. Déviation, F. Drm n.  Déviation. F. "F—m 
) oO r : 
dde 45 Gi LUN, BE 8 28,2 87,4 2,17 
2 12,0 15,4 2,16 . AO) 29,2 94,6 ON) 
3 16,0 28,5 2,16 10 30,0 101,0 2,17 
4 19,5 vo” 2513 11 30,7 106,6 2,18 
9%. 9955 53,95° > PA 12 Shee 111,67 >on 
6 25,0 66,5 2,16 13 31,6 114,3 2,16 


7 27,0 79,0 2,19 


, Q A 
_ C'est un fait extrêmement remarquable qu’un tel accord entre des 
experiences et une théorie qui leur est de beaucoup postérieure. 


I. Pile dont un pôle communique avec le sol. — Le seul fait à véri- © 
fier dans ce cas est que le potentiel au pôle isolé de la pile et la charge 
qu'y prend un condensateur sont proportionnels au nombre des élé- 
ments et indépendants de leurs dimensions. 

La première vérification a dû être faite par Coulomb. Biot (*) dit en 
effet qu’il a oui dire à Coulomb qu'il avait vérifié cette loi, et qu’elle 
lui avait paru exacte; mais il n’a été conservé aucune trace de ces ex- 
périences. 

Les premières expériences ont réellement été faites par Biot (*); il 
se servait d’un condensateur et de la balance de Coulomb et a établi les 
points suivants : 

1° La charge au sommet est indépendante de la dimension des éle- 
ments. — Trois piles de vingt couples dont les disques avaient respec- 
tivement pour surfaces 1, 3,1 et 153,2 ont donné des charges dans le 
rapport de 1,07, 1 et 1. 

2° La charge est indépendante de l'étendue des surfaces en contact. 
— Deux piles, dans lesquelles l'étendue des parties humides des ron- 
delles de drap était comme 1 et 9, ont donné des charges dans le rap- 
port de r à 1,00. 

On ne trouve dans Biot aucune trace de mesures indiquant la pro- 
portionnalité de la charge au nombre des éléments. 


(') Brot, Traité de Physique, p. 480 et suiv.'(1816). 
(?) Loco citato. 
Annales de l’École Normale, 2° Série. Tome III. 38 
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Peltier (*) a mesuré la tension (potentiel) au sommet d'une pile, 
au moyen de dix couples en couronne, isolés sur un gâteau de résine. Il 
mettait les deux pôles en communication avec les deux plateaux d'un 
condensateur dont il mesurait la charge, soit avec la balance de tor- 
sion, soit avec son électromètre. Il a donné les nombres suivants : 


Nombre Force Nombre Force 

d’élé- correspon- d’élé- correspon- 

ments dante F ments dante by 
n. Déviation. F. ne n.  Déviation. F. n° 

Le) oO 

1 12,0 15,6 15,6 6 64,0 536 14,9 
à 24,5 Gi. Oe.) Sate 7 73,0 134 15,0 
3 210039 144,0 16,0 8 83,0 1044 16,3 
4 45,0 353,0 15,8 9 93,0 1349 16,6 
5 55,5 303,0 15,7 10/6, 103;0 1594 15,9 


Le quotient s étant constant, Peltier en concluait que la tension au 


sommet était proportionnelle au nombre des couples. Mais ces expé- 
riences, données depuis,comme contradictoires avec la loi, en sont réel- 
lement une excellente vérification. En effet, pour graduer son électro- 
mètre, Peltier le mettait en relation avec une balance de torsion dont 
les deux boules étaient réunies par un fil de platine et de l'acide sul- 
furique, et ramenées par torsion du micromètre à une distance 
constante. Dans ces conditions, les deux boules étant en communication 
métallique, la force est proportionnelle au carré de la charge. La 
charge du condensateur est donc bien proportionnelle au nombre d’élé- 
ments de pile employés a le charger. 

Péclet (*), s’appuyant sur la proportionnalité présumée, s’en est 
servi pour graduer son électroscope. En opérant sur des éléments zine- 
fer et peau de chamois humide, il a trouvé les nombres suivants : 


n é s n ê é 
; 7 7,0 4 29 9,25 
2 15 7,9 5 39 7,8 
3 21 7,0 6 50 8,3 


(*) PELMER, Loc. cit., p. 90. 
(*) Pécuer, Annales de Chimie et de Physique, t. Il; 1841. 


\ 
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Mais, comme il avait également gradué son électromètre par une 
autre méthode (avec le condensateur multiplicateur), les nombres cités 
plus haut peuvent être considérés comme une nouvelle vérification de 
la loi. 

Depuis, Kohlrausch (') et Hankel (?) ont supposé la loi de Biot dé- 
montrée, et l’ont employée pour graduer leurs électrometres. 

Enfin, tout récemment, M. Branly (*) a repris cette question. Il se 
servait d’une balance de torsion à miroir, dont les deux boules étaient 
en communication métallique; les indications de l'appareil étaient donc 
proportionnelles au carré de la charge. J’extrais de son travail les 
nombres suivants : 


He Distance angulaire parte 
d'éléments as AA Torsion. de la charge 1 
. TS US g n 
0 1. 31.20 o 
100 7.35.46 533 9,354 3,058 
200 7.48.8 2016 37,5 3,061 
250 7.56.14 2988 57,53 3,034 


Avant de me servir moi-même de cette propriété pour graduer mon 
électromètre, je l’ai vérifiée avec mon électromètre même, en me main- 
tenant dans des déviations assez petites pour que la proportionnalité de 
la charge à la déviation fût certaine. 

J'ai ainsi obtenu les nombres suivants : 


n | ©) £ n ©) 

10 1,8 1,80 60 11,2 1,86 
20 3,7 1,85 70 13,0 1,85 
30 5,5 1,83 80 14,8 1,85 
4o 7,4 1,85 90 16,7 1,85 
5o 9,3 1,86 100 18,5 1,85 


L’ensemble de toutes les expériences vérifie donc à la fois les deux 
théories pour ce premier cas. 


(1) Kontrauscn, Poggendorff’s Annalen, t. LXXXII; 1851. 
(?) Hanke, Poggendorff’s Annalen, t. CXN ; 1862. 
(*) Annales de l’École Normale supérieure, 2° série, t. I, p. 603. 
38, 
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Il. Pile complétement isolée. — Aucune expérience, à ma connais- 
sance, n’a été faite sur des piles complétement isolées. Les recherches 
peuvent porter sur deux points : 1° charge d’un condensateur; 2° re- 
cherches de l'élément neutre, et elles devraient être faites sur une pile 
ayant toujours été isolée, et sur une pile d’abord en communication avec 
le sol, puis isolée; mais il est presque impossible d'opérer avec une pile 
complétement isolée : pour la monter, il faut toucher les éléments, c’est- 
a-dire les mettre en communication avec le sol. Il faut alors un temps 
considérable pour être sûr que la déperdition a ramené la distribution 
à ce qu’elle devrait être si la pile avait toujours été isolée. Enfin, dès 
que la pile a servi une fois, sa distribution électrique a changé, et l'on 
ne peut plus, de longtemps, faire une seconde expérience. On pourrait 
encore, au lieu d’attendre que la déperdition ait ramené sur la pile une 
distribution normale, mettre un instant le milieu de la pile en commu- 
nication avec le sol; mais cela supposerait, dans les deux moitiés de la 
pile, une identité sur laquelle il est impossible de compter. Je n’ai donc 
opéré, généralement, que sur des piles d’abord en communication avec 
le sol, puis isolées, en déterminant la charge qu’elles donnent un instant 
après leur isolement, soit à un condensateur, soit directement à l’élec- 
tromètre. 

J'ai cependant vérifié que la pile, complétement isolée, donne une 
charge deux fois moindre que la pile qui a été un instant en commu- 
nication avec le sol. La pile, ayant été montée pendant une demi-journée, 
a donné à l’électromètre une charge représentée par une déviation 
de 5,1. La même pile, un instant après, a été mise en communication 
avec le sol par son pôle inférieur, puis isolée; le pôle supérieur a donné 
une déviation 10,4, quantité double de la précédente, ainsi que le veu- 
lent les deux théories exposées plus haut. 

La pile qui m’a servi est une pile à colonne de Volta,!dont les disques 
avaient 2°,95 de rayon; les disques de drap ou de papier à filtre 
étaient imbibés d’eau filtrée ordinaire. La pile reposait sur trois pieds 
de verre, vernis à la gomme laque, et terminés par trois petites tiges 
de cire d'Espagne. Un des pôles de la pile était en communication per- 
manente avec le sol, afin d’avoir toujours une distribution bien con- 
stante ; on ne rompait la communication qu’au moment même de faire 
l'expérience, qui consistait à mettre l’autre pôle en communication 
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lointaine, par un fil très-fin, soit avec le condensateur, soit avec l’élec- 
tromètre même. Si l’on se servait du condensateur, on en déterminait 
ensuite la charge en le mettant en communication lointaine avec l’élec- 
tromètre, et en appliquant la règle des partages électriques. 

D’après la théorie de Biot, la quantité d'électricité que la pile isolée 
peut donner à un condensateur ou à l’électromètre varie avec les di- 
mensions du dernier élément de la pile, mais est indépendante, par 
exemple, de la hauteur totale de la pile, de l'épaisseur des disques de 
drap. Il n’en est plus de même dans la théorie du potentiel, où cette 
épaisseur change la hauteur totale de la pile, et, par suite, sa ça- 
pacité. ) 

Les expériences ont été faites avec une pile de 4o éléments, montée 
d’abord avec des rondelles de drap, ce qui donnait à la pile une hauteur 
de 24°,9, puis avec des rondelles de papier à filtre, ce qui réduisait la 
hauteur à 21°,4. Dans les deux cas, la pile non isolée donnait la même 
déviation (71,0) à l’électromètre; en relation un instant avec le sol. 
puis isolée, la première a donné une déviation de 10,35, la seconde 
de 9,35. 

Au point de vue qualitatif, cette expérience seule suffit pour décider 
entre les deux théories. 

Une comparaison exacte a été faite des résultats donnés par l’expé- 
rience avec ceux de la théorie du potentiel. On a fait varier autant que 
possible la capacité de la pile, soit en remplaçant les rondelles de drap 
par du papier, soit, au contraire, en superposant plusieurs disques de 
cuivre à un même disque de zinc, de façon à augmenter beaucoup la 
hauteur de la pile sans changer le nombre des éléments. On observait 
la déviation obtenue, soit en mettant cette pile directement en relation 
avec l’électromètre, soit en s’en servant pour charger un condensateur, 
et déterminant la charge de celui-ci. Connaissant les capacités de l’élec- 
trometre, de la pile et du condensateur, on pouvait calculer la valeur 
de cette même déviation, au moyen des formules établies plus haut, et 
dans lesquelles tous les éléments sont connus, et comparer ainsi l’expé- 
rience à la théorie. 

Parmi toutes les expériences, il me suffira de citer les suivantes : 


302 


1° Pile en relation directe avec l’électromètre. 


Nombre 


ue 


Pile 


non isolée. : 


RECHERCHES EXPÉRIMENTALES 


Pile 


Déviation Déviation 


ER 


15,0 
AD 
53,5 
71,0 
71,0 
75,0 
112,5 


pots Rapport : 

Oy: observé. calcul é. 
bud the 1947 
3,8 oa 9,60 
6,6 8,11 8,06 
9,35 7,60 7,60 
10,35 6,90 7,12 
10,35 7,24 7,08 
19,0 5,92 5,80 


2° Pile en relation avec un condensateur. 


Hauteur Capacité 


d’éléments Hintoes Capacité 
n. P. 
cm 
10 6,15 3,57 
20 12,45 4,83 
30 18,90 5,89 
# D AG 21,40 6,27 
a 40 24,90 6,82 
fo 25,0 6,84 
60 38,4 8,60 
Condensateur. Pile. 
Epaisseur sa 
Reson d'air che 
re e n. k. 
4,90 3,543 20 1 2,8 
» » 20 20,0 
» » 20 30,0 
4,90 10,629 20 12,8 
» 7,086 » » 
» 3,543 » » 
4,90 10,63 4o 24,7 
» 7,086 » » 
» 3,543 » » 
9,15 1,803 4o 25,0 
» 3,543 » » 
» 7,086 » » 
» 24,21 » » 
9,15 1,803 60 38,6 
» 3,543 » » 
» 7,086 » » 
» 24,21 » » 


P. 


4,89 
6,07 
7,60 


4,89 


Pile Pile 
non isolée. isolée. 3 
~ =. Rapport 5. 
Déviation Déviation mm + 
do. da observé. calculé, 
43,2 2,6 16,6 10,1: 
» ir 14,0 129 
» 3,9 1 i 3 11,3 
41,3 2,70 15,5 15,84 
» 2,75 19,1 15,6 
» 2,65 15,6 16,1 
82,2 6,6 12,4 12,96 
» 6,6 12,4 12,60 
» 6,8 12,0 12,37 
75,0 2,9 25,9 25,02 
» 4,3 17,5 18,06 
» ia 14,4 13,97 
» 6,1 12,3 12,15 
112,5 5,4 20,8 20,04 
» 759 15,0 14,58 
» 9, 5 11,8 11,46 
» 11,0 10,2 10,21 


all 
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Malgré les déterminations de toutes sortes qu'il a fallu faire pour 
calculer d, (détermination de la capacité de l’électromètre, de la pile, 
du condensateur), l'accord entre la théorie et les expériences est aussi 
complet que possible, puisque la plus grande erreur relative est 
de +. 

On voit qu’il serait inexact de dire que les signes électroscopiques 
que donne la pile isolée sont très-faibles : dans quelques-unes des expé- 
riences ci-dessus, la déviation donnée par la pile complétement isolée 
a atteint le + et le 4 de celle de la pile communiquant avec le sol. Elle 
serait la moitié si l’on construisait une pile de dimensions telles, que 
sa capacité fat égale à celle de l’électromètre ; au moyen de la formule 
qui donne la capacité d’un cylindre, il serait facile de déterminer a 
priori ces dimensions. 

2° Recherche de l'élément neutre. — Pour rechercher la position de 
l'élément neutre, on faisait communiquer un instant le pôle inférieur 
avec le sol; puis, immédiatement après, on réunissait le pôle supérieur 
avec un condensateur. On touchait alors, avec le fil de l’électromètre, 
un élément de rang déterminé. On observait alors, en général, une dé- 
viation. On recommençait de la même façon, jusqu’à ce qu’on fut arrivé 
à un élément qui ne donnat pas de déviation à l’électromètre, ou que 
les déviations données par deux éléments consécutifs fussent de signes 
contraires. La seule précaution à prendre était, avant chaque essai, de 
remettre un instant la pile en communication avec le sol, pour rétablir 
la distribution normale. 

Les expériences ont été faites successivement avec les deux conden- 
sateurs, et ont donné les résultats suivants : 


1° Condensateur de rayon r= 4,9. 


Capacité Rang 
du Nombre Capacité de l’élément neutre 
Épaisseur d’air condensateur d’éléments Hauteur de la pile = 
e. C. n. k. P. observé, calculé. 
mm cm 
3,543 24,50 20 12,8 4,89 5 4,33 
7,086 10,40 » » » 6 7,4 
10,629 9,05 » » » 7 8,0 
3,543 24,50 4o 24.49 6,80 11 9,7 
7,086 10,40 » » » 15-16 16,8 


10,629 9,05 » » » 17 18,1 
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a 
Condensateur de rayon r= 9,15. 


Capacité Rang 
du Nombre Capacité de l’élément neutre 
Épaisseur d'air condensateur d'éléments Hauteur de la pile = ———_—_$__ — 
e. C. n. h PF: observé. calculé. 
mm cm 
1,803 120,0 ho 25,0 6,82 3°: cS 
3,543 70,9 » » » 5 4,51 
7,086 . 39,8 » » » 6 6,85 
24,21 21,2 » » » 12 10,8 
1,803 120,0 60 38,6 8,65 “i ogee 5,03 
3,543 10,9 » » » 8 7,92 
7,086 39,8 » » » 12 11,7 
24,21 21,2 » » » 19-20 18,4 


L'accord est encore aussi complet qu’il est possible pour des déter- 
minations aussi compliquées. 

J'espère que ces expériences paraîtront une vérification suffisante de 
la théorie du potentiel, et je serais heureux si elles pouvaient contri- 
buer, pour leur faible part, à répandre une théorie qui a pour elle 
l'avantage de l'exactitude et de la simplicité. 

Qu'il me soit permis, en terminant, d’adresser tous mes remerci- 
ments à mon maitre, M. Mascart, sous l'inspiration de qui ce travail a 
SAN ERE et dont les bienveillants conseils ne m’ont jamais fait 

éfaut. 
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SUR QUELQUES QUESTIONS 


QUI DÉPENDENT 


DES DIFFERENCES FINIES OU MELEES, 


Par M. Epovarp COMBESCURE, i 


PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES DE MONTPELLIER. 


On sait qu’Euler a résolu, par des considérations diverses, plusieurs 
problèmes de Géométrie où il s’agit de déterminer une courbe plane 
d’après certaines relations qui sont données entre des points successifs 
de cette courbe et d’autres points situés à distance finie des premiers. 
Dans un important Mémoire, inséré au tome I du Recueil des Savants 
étrangers, Biot a repris quelques-uns de ces problèmes et les a rattachés 
à une méthode régulière de calcul. Poisson est revenu, à son tour (Jour- 
nal de l’École Polytechnique, 13° cahier, p. 141), sur l’un de ces mêmes 
problèmes, enintroduisant, conformément à uneindication générale de 
Laplace (Mémoires de l’ Académie des Sciences, année 1779), une variable 
auxiliaire dont la différence première est constante, substitution qui a, 
en particulier, pour avantage de permettre l’inversion des différen- 
tiations finie et infiniment petite. Dans le tome IX, 1"° série, du Journal 
de Liouville, M. Puiseux a résolu complétement le problème qui a pour 
objet la détermination des courbes planes semblables à leurs développées 
correspondantes de l’ordre 2. Le tome XI, 2° série, du même Journal 
renferme une solution particulière d’une question analogue, où la dé- 
veloppée estremplacée par la première podaire. Enfin on trouve d’autres 
intéressants problèmes du même genre dans l’excellent Traité des diffé- 
rences finies de M. G. Boole. 

Les différentes questions de Géométrie traitées jusqu'ici par les 
géomètres, et dont la solution dépend du calcul des différences finies 
ou mélées, ont été uniquement empruntées (autant du moins qu’il m’ait 
été possible de m’en convaincre) à la Géométrie plane. Quand on veut 
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passer aux trois dimensions, on se trouve en présence de difficultés, 
la plupart du temps insurmontables, eu égard à l’état actuel de l'Analyse. 
J'ai résolu quelques-uns de ces nouveaux problèmes, relativement sim- 
ples. Ils ont trait principalement à la détermination des courbes gauches, 
d’après diverses conditions de similitude, et à une certaine extension 
de la théorie au cas de plusieurs variables indépendantes. 

Le premier paragraphe renferme quelques considérations générales 
en vue de ce dernier objet. Elles ne me paraissent nullement ressortir, 
comme pour le cas d’une seule variable, de ce que dit Laplace dans le 
Mémoire cité ou dans son grand Ouvrage sur les probabilités. J’ajoute, 
dans le § II, quelques remarques, qui n’ont peut-être pas été faites, sur 
divers points de la théorie, et particulièrement sur l'intégration d’une 
certaine classe d'équations linéaires aux différences mélées. La ques- 
tion résolue au § III est, je crois, nouvelle. Quoiqu’elle ne dépende que 
des différences finies et ne présente pas de difficultés analytiques pro- 
prement dites, il m’a paru qu’elle pouvait offrir quelque intérêt géomé- 
trique. Dans le § IV, je reprends une question relative aux podaires, 
dans la solution générale de laquelle s’introduisent définitivement deux 
fonctions arbitraires périodiques. Il faut, sans doute, attribuer au rejet 
d’une fonction arbitraire, dans le cours de son élégante analyse, la so- 
lution si restreinte trouvée par M. Haton de la Goupillière dans le Recueil 
cité. Le § V est consacré à la solution d’un probleme de Géométrie, que 
je crois encore nouveau. Sa solution complète est ramenée à l’intégra- 
tion d’une équation linéaire, aux différences mélées, que l’on peut faire 
rentrer dans la classe de celles dont il est question au § II. Enfin je m’oc- 
cupe, dans le $ VI, d’une extension analytique, qui ne paraît pas sans 
intérêt, d'un célèbre probleme d’Euler relatif aux courbes planes et 
auquel il a été précédemment fait allusion. Ce dernier paragraphe fournit 
une application des considérations, nécessairement un peu vagues, dé- 
veloppées au n° 4 du § I, et dont il peut, en conséquence, être consi- 
déré comme le complément naturel. 


§ I. — Remarques analytiques. 


1. Soit f(a,, &2,..., æ,) une fonction de plusieurs variables indépen- 
dantes æ,, Toys. y. Si l'on donne à ces variables des accroissements 
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finis quelconques Ax,, Awy,..., Aæ,, considérés comme indépendants, 


et que l’on désigne par A, f, A, f,... les accroissements partiels et cor- 
respondants de /, de sorte que 


BP = PE == Ax:, Las Lise. Yn) — f(a, Las Vaye 005 ie) 
A.f=f (x, Li + Ax, Laser. Æn)— (is Lis Lays 0 09 wa 


oF SRS eee Tee ec tante Me ee -oe jw) Op velo Diese so + 6 16. 6 (5 0.0; 28 © se Us 5 + © 6 76 


l'accroissement total ou la différence totale, que je désignerai simple- 
ment par Af, et dont l'expression immédiate est 


Aff (a; + Ax, 2, + Ax.,..., an + Ax.) —f (21, Xi... Xn), 
pourra être représenté par la formule symbolique 
(a) Af=f(1+A)(i+4)...(i+4)—i]f, 


ainsi que cela résulte, par exemple, d’une formule de Laplace (Théorie 
analytique des probabilités, p. 74). Mais on peut voir ceci plus simple- 
ment, si l’on veut, de la manière suivante. Si l’on suppose la formule 
vraie pour le cas de 7 variables indépendantes, et que l’on vienne à in- 
troduire une nouvelle variable indépendante x,,,, on aura, d’après la 
définition même de l’accroissement total A/, 


Aner Af + Af= f(x; + Ati, 22 + Ads...) Bp An, Hao: + Atos) 


— fi Lis Loyer es Uny Urey + Ar) 


ce que l’on peut écrire, en désignant par A’f le nouvel accroissement 
total, 
Anes Af + Af= A’ f— Auf, 
d’où 
A’ f= Onl Af +f) + Af, 


et, remplaçant Af par la forme symbolique (a) qu’on suppose avoir lieu, 
il vient 
A! f= Anas [(1+ Ai) (1+ A). Q ahd +A,)|f-- [(1+A.)(1+A,). ; (+ A)]f— f, 
’est-a-dire | 
ces A’ f=[(1 + Ad {r+ an). .-(1+ Au) —i1]f. : 
9e 


- 
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De la formule (a) résulte, pour la différence totale, d’ordre p, 
Ap f = [(1-+ As) (1+ Ar)... (1+ An) — 1]Pf. 


2. Lorsque les accroissements Ax,, At:,..., Av, sont constants, au- 
quel cas on peut leur attribuer une valeur commune égale à l'unité, 
l'équation 

A0 


est; d’après la formule (a), une équation linéaire aux différences finies 
partielles, de l’ordre n et à coefficients constants. On pourrait donc l’in- 
tégrer par les méthodes connues; mais il est évident que l'intégrale 
vraiment générale de cette équation particulière est une conséquence 
immédiate de la définition de la différence totale. Toute fonction f des 
n variables indépendantes æ,, æ,,..., æ, peut être regardée, en effet, 
comme une fonction de l’une de ces variables, x, par exemple, et des 
différences 


E = Li — Xi, En RÉ Lis iis En = Æn Hy 
de sorte que, en posant 


S (Lis PERI, o(x:, Es. tty En) 
l'équation 
A0 
revient à 
CET PETER En) = pa; cae PUS 2 à 


équation qui montre que + est une fonction arbitraire de æ,, 2,,..., &,, 
assujettie seulement à la condition d’être périodique par rapport à 2,, 
quelles que soient &,, &,..., &,. Telle est la forme la plus générale, et 
en même temps la plus simple de l'intégrale de l'équation proposée. 
Mais rien n'empêche, si on le juge à propos, de faire figurer dans 9 toutes 
les différences deux à deux des variables et, en outre, æ,, æ:,..., Lp, 
pourvu que ces dernières variables y entrent séparément sous forme pé- 
riodique. 

On peut remarquer, à ce moment, que, lorsqu'on a à former l’accrois- 
sement total A?/, d'ordre p, si l’on substitue préalablement les va- 
riables x, — #, &,..., Ë, aux variables primitives æ,, æ,,..., v,, il n’y 
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aura, dans la transformée 9 de f, qu’à s’occuper de la seule variabilité 
de z, à cause de la relation évidente 


Arf = Arg. 
Il suit de 1a que Vintégrale générale de l’équation 


ArPf=o 
peut étre représentée par : 


= es EG ee Lip + Op, 


Yi» Pas... On étant des fonctions de la nature de la fonction », définie 
un peu plus haut à propos de l’intégrale de l’équation Af= o. 


3. Lorsque les différences Ax,, Ax,,..., Ax, sont des fonctions don- 
nées quelconques des variables elles-mêmes x,, æ,,..., æ,, on peut, 
comme généralisation de l’indication de Laplace pour le cas d’une seule 
variable indépendante, substituer à ces variables x&,, x2,..., æ, d’autres 
variables, pareillement indépendantes, telles queles accroissements Ax,, 
Ax,,..., Aæ, Soient produits simultanément par l’accroissement, égal ar, 
d’une seule des variables introduites. Si l’on désigne, en effet, par t 
cette variable particulière, et pars, (x,,x,,...,æ,), m:(@,,æ,...,æ,),... 
les expressions données de Ax,, Ax,,..., on peut poser le système d’équa- 
tions aux différences finies ordinaires 


Mi = Dy Lig; rt La DIE (Ti Ms see » Ln )jvse, Din Wal Hi), Loyeoes ne 


dans lequel A,x; marque l’accroissement de x;, qui répond à l’accrois- 
sement Ac = 1 de la nouvelle variable indépendante 2, la seule jusqu'ici 
introduite. Or, en se plaçant à un point de vue tout à fait général, on 
sait qu’un pareil système comporte un système intégral formé de n équa- 
tions finies entre æ,, æ,,..., æ,, t et n constantes arbitraires indépen- 
dantes @,, dz,..., Gn. En remplaçant ces constantes par des fonctions 
déterminées et distinctes de (n — 1) variables arbitraires £,, ¢5,..., tn, 
on tirera du système intégral des expressions de la forme 


rn (li RTE t= f(t, boy tts laine da Ln — aes basso Ln) 3 


et ce seront précisément la les formules requises pour le changement 
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des variables indépendantes, les nouvelles variables indépendantes 
etant?, tesa 

Il n’est peut-être pas inutile de rappeler que l’existence d’un système 
intégral renfermant x constantes arbitraires, invoquée ci-dessus, est 
fondée sur la considération connue que voici : si l’on pose 


F0, E=0o aa F,= 0, 


les F étant des fonctions données quelconques, indépendantes entre 
elles, des variables ¢, æ,, æ,,...,æ,, et de n constantes arbitraires a,, 
ds... An, et que l’on représente par 

Fy sio;): Fio)ar ts 3836 
ce que deviennent ces équations lorsqu'on y écrit 4 +1 au lieu detet 
en même temps æ, + Aw,, 7, + Axy,..., #, + Ax, au lieu de x,, 
Los... Ly respectivement, puis qu’on élimine a, @z,..., a, entre ces 
deux groupes d'équations, on obtiendra n équations résultantes, d’où 
l’on pourra déduire pour A,x,, A,æ:,..., A,æ, des expressions en ¢, 
Lis Los... Un, lesquelles pourront coincider avec x fonctions données 
quelconques de ces n +1 variables, à cause de la présence des n fonc- 
tions aussi quelconques F,, F,,..., F,, introduites dans le calcul. 

Pour revenir à la question qui fait l’objet spécial du présent nu- 
méro, on peut remarquer que, si dans les expressions ci-dessus de 
Lys Dose, Ly, QUI sont censées servir au changement des variables in- 
dépendantes, on écrit, aux seconds membres, ¢, — #4, t; —t,..., 1, —t, 
au lieu de #,, 4,,..., ¢, respectivement, de sorte que, par exemple, on 
alta, =f, (t, tg — l, t; —t,...,t, —t),et que l’on substitue ces nouvelles 
expressions dans une fonction donnée quelconque f (æ,, æ:,..., æ,) : 
la transformée ¢ (4, ¢,..., ¢,) ainsi obtenue jouira évidemment de la 
propriété que son accroissement total Ag, répondant à l’accroissement 
simultané, un, de toutes les variables, ¢, £,,..., t,, sera équivalent à 
l'accroissement total Af provenant des accroissements simultanés 
Av, = By (disasdess Das dt = Wy (Di, Ds, sn )e Co passage 
à des variables indépendantes, qui augmentent simultanément de un, 
peut offrir dans certains cas des avantages, au point de vue, par 
exemple, de la symétrie. 
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4. Lorsqu'on a m fonctions indéterminées u,..., ¢ de n variables in- 
dépendantes x, J,..., 2 et que l’on a à faire intervenir dans le calcul 
les valeurs æ,, y,,..., z,, de ces variables 


= x 2, LU du cu 
1=9 Jr +25 2, U, de? dx dy’ ? 

one AEs du d'u 
Vie WM RIT pe dx dy” ) 

à ‘ du d'u 
Mi ddr hand dx dy’ } 


ou 9, d,..., y sont des fonctions données de x, Miva S EUs, 8 CN EIRE 
ura I | dv À Fe 3 bar 
dérivées —-, —,--- jusqu’à un ordre déterminé, comme on peut 
dP - dx 


toujours imaginer, à un point de vue purement théorique, que 9, 
d,..., x se réduisent finalement à des fonctions des seules variables in- 
dépendantes, x, y,..., 3, on peut aussi concevoir, conformément à ce 
quia été dit au numéro précédent, que l’on ait introduit x nouvelles 
variables indépendantes ¢, 6,..., r, telles que, en regardant x, y,..., z 
comme des fonctions de ces nouvelles variables, x,, y,,..., 2, soient pré- 
cisément les valeurs que prennent ces fonctions quand ¢, 8,..., 7 y sont 
simultanément changés en ¢ +1, 0 +1,..., t+1, ou, si on le préfère, 
quand ¢ seul y est changé en # +1. Alors les nouvelles valeurs 
U,,..., 9, et celles de leurs dérivées partielles, qui étaient censées ré- 
pondre au système de valeurs x,, y,,..., z, des variables indépendantes 
primitives, pourront être regardées comme se rapportant directement 
au système ¢+1, 0+1,...,T +1, ou, si on le préfère, au système 
t+1, 0,...,7. En joignant les n équations, écrites ci-dessus, aux 


: ke à : du 
m équations qui doivent être données entre x, y,..., 3, U,..., 9, Dore 


et entre les valeurs de ces diverses quantités qui répondent aux sys- 
tomes (27, Pisces 21 jo (Bar Vascess Z2)o-++s (Lis Vis. Zi), déduits les 
uns des autres suivant la loi ci-dessus, on aura un systeme total de 
m + n équations, aux différences mélées partielles, entre les m+n 
fonctions inconnues x, y,..., z, u,..., ¢ et les variables indépendantes 
actuelles #, 9,..., t. Il est clair qu’il conviendra généralement de rap- 


312 SUR QUELQUES QUESTIONS 


À du | | ‘abl 
: > 4 2 ME Pe ee AUK. VATIADIES 
porter dans ce système les dérivées 7» dead’ 


1, 9,..., +, par les formules ordinaires du changement de variables In- 
dépendantes, quand les nouvelles variables introduites restent indéter- 
minées. : 

Au reste, on pourrait dire simplement que l’on profite de l’indétermi- 
nation des » fonctions qu’introduit tout changement implicite de 7 va- 
riables indépendantes pour remplir 7 conditions déterminées, à sa- 
voir ici queæ,, y,,..., 3, soient précisément les valeurs ss eee 
qui répondent au système de valeurs £ +1, 0 +1,...,t +1, OU, si on 
le préfère, 4 +1, 0,...,7 des nouvelles variables indépendantes. Mais 
les considérations précédentes me paraissent, à différents égards, pré- 
férables et plus précises. 

Dans tous les cas, il faut observer que les expressions définitives de 


u,...,9 en 29,..., t, doivent être telles, que les valeurs de x, = 9, 
Y== Ÿ,.., 3, = y soient indépendantes entre elles, comme celles de 
x, y,. ., 3. La supposition qu’il existe entre x,, y,,..., z, une ou plu- 


sieurs relations déterminées changerait la nature de la question pri- 
mitive et donnerait nécessairement lieu à diverses hypothèses ou dis- 


# 


cussions que je mettrai complétement de côté. 


§ IT. — Suite des remarques analytiques. 


1. Soit un système d'équations différentielles ordinaires entre une 


variable indépendante z et les z fonctions a, y,..., = de cette variable 
Dias à dy _ à dz _ ‘ 
(1) Tp JURY, 2, t), yaa Pijequg iy À ae 7 ee En, 


où les seconds membres renferment la variable indépendante ¢ sous 
forme périodique seulement. En supposant que ces mémes seconds 
membres restent finis et continus lorsque £ varie dans un intervalle dé- 
passant l’unité (étendue de la période), x, y,..., z variant en même 
temps entre certaines limites; en désignant, de LS aah is Ke 
les valeurs de æ, y,..., z considérées actuellement comme des fonctions 


de ¢, qui répondent à la valeur ¢ +1 de cette variable indépendante et 
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sont censées comprises dans les limites en question, on aura 


dx, dy, 7. 
(2) Fp HF (Fs Yves Buy t), DEP (Bt TueesZut)se, Tp = YoToszut), 


équations exactement de même forme que les équations (r). Si donc, 
a, 6,..., c désignant des constantes arbitraires, on représente par 


(3) Ga Bld 0 ci) re O(a, bc 06: 


les intégrales générales des équations (1), on obtiendra les intégrales 
générales des équations (2) en changeant simplement dans (3) les con- 
- Stantes a, b,..., c, en d’autres a+ Aa, b + Ab,..., c+ Ac où Aa, 
Ab,..,, Ac peuvent être considérés comme des fonctions données 
quelconques de a, b,..., c. Mais comme x, Vis. 3, peuvent aussi se 
déduire de (3) en changeant ¢ en & + 1, on aura des relations telles que 


F(a+Aa, b+ Ab,...,c+ Ac, t)=F (a, b,...,¢,¢+1). 


Or, d’après le n° 3 du § I, on peut, au lieu de a, b,..., c, introduire un 
autre système de constantes «, B,..., y, telles que Aa, Ab,..., Ac soient 
produits simultanément par l’accroissement un attribué à une seule des 
nouvelles variables, y par exemple, de sorte que, en changeant en même 
temps ¢ en —(#+ 1), la relation précédente équivaut à celle-ci 


P(a,B,.-., 7-1, t+1) = F(a, B,...,7, t); 


ce qui revient à dire que les intégrales générales des équations (1) peu- 
vent toujours être considérées comme des fonctions de n — 1 constantes 
arbitraires et de ¢— t (+ étant la n’*”* constante), ces fonctions conte- 
nant, en outre, sous forme périodique, ¢ ou ta volonté. 

De là résulte une conséquence particulière pour le cas où les équa- 
tions (1) sont linéaires; mais il est peut-être préférable d’établir le 
résultat d’une manière un peu différente. 


2. Considérons l’équation linéaire de l’ordre 7 entre la fonction yet 
la variable indépendante x 

dy di y 

dan P der 
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. *, 
dans laquelle les coefficients p,...; s sont supposés des fonctions pé- 
riodiques de æ. Soient &,n,..., 6,7 solutions particulières distinctes 
de cette équation. Si &, par exemple, vérifie l'équation quand æ varie 
de æ, à X, intervalle supérieur à une période, &, (expression de ë quand 
on y écrit æ +1 au lieu de a) sera aussi une solution particulière de la 
méme équation, puisque celle-ci conserve la méme forme quand ony 
change æ en + 1; par conséquent, d’apres la forme connue de l'inté- 
grale générale de la proposée, E, sera nécessairement une fonction 
linéaire à coefficients constants de , »,..., &. Si donc toutes les fonc- 
tions &, 4,..., 6 sont propres, chacune en particulier, à vérifier l’équa- 
tion différentielle dans tout l’intervalle de æ, à X, on aura 7 équations 
linéaires à coefficients constants entre &, n,..., 63 21, m1... €,. D'où 
l’on conclut, d’après la forme connue des intégrales d’un pareil sys- 
tème d'équations, que l’expression générale de y est 


v=ve +... .+oer, 


bu... p étant des constantes et a,..., w des fonctions périodiques de x, 
cette forme devant être modifiée de la manière connue dans le cas où 
l’on suppose la coincidence d’un certain nombre des 7 exposants. 

Si les fonctions &, y,..., 6 n'étaient pas propres à vérifier séparément 
la proposée dans le même intervalle X —x,, supérieur à l’unité, la 
conclusion précédente pourrait être en défaut, puisqu'on ne pourrait 
plus affirmer l'existence d’un nombre égal à z d'équations linéaires 
ÉDIPR Hy M ee Gr Mises due 

Si une fonction particulière ë vérifie la proposée dans un intervalle 
supérieur à m périodes, c’est-à-dire en conservant dans cet intervalle 
sa forme analytique, et que cette fonction — ne soit pas périodique, 
Eu Ë2s..., Em constitueront généralement autant de solutions particu- 
lières nouvelles, et on pourra les faire intervenir à ce titre dans la pro- 
position précédente. 

La détermination des exposants p,...,p paraît exiger généralement 
l'intégration même de l'équation proposée. On peut facilement déter- 
miner leur somme. En désignant, en effet, par @ le déterminant des 
n solutions particulières &, n,..., ¢, c'est-à-dire en posant 


dx" — | dz" 
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on sait que 
3) = e-S paz, 


Dans le cas présent, les n solutions particulières , u,..., ¢ sont de la 


forme we", 9 e*,..., we”. La substitution dans le déterminant @ don- 
nera donc un résultat de la forme 


A elttybete)e 


A étant une fonction périodique; il faudra done que la partie non pé- 
riodique de l'intégrale — [pde se réduise à (u-+v+...+p)æ. Le 


coefficient de cette partie non périodique est représenté, en général, 


I 
par — f pdx, en sorte que l’on aura 
0 
pvt t ps =f pdx. 
te) 


Il est clair qu’on pourrait augmenter l’un ou l’autre membre de 


2kny—1, & étant un nombre entier quelconque; mais on peut ad- 
mettre que la partie périodique qui en proviendrait est absorbée dans 
une ou plusieurs fonctions a, 9,..., w. 


3. Il ne sera peut-être pas inutile d’entrer dans quelques détails sur 
la forme, qui vient d’être invoquée, de l’intégrale d’une fonction pério- 
dique. Soit 


AY 


où f(x) est une fonction périodique. On aura successivement 
Bi (ae y= f(x), eRe eth fla) (2 FT (2) =o, 
et, par suite, 
F(z +1)—F(a)=hk, F(x)=#kx + (2), 
k étant une constante et (a) une fonction périodique. Comme F(2,) 
est nulle, on aura 


F(æ)=%(x)-d(a)+ (tm), d'où F(a+1)=h, 
4o. 
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c’est-à-dire 


XF 1 J 
En flæ)dx, ou Re le flæ)dr, 
me Co) 
en supposant que la fonction f(a) ne devienne pas discontinue entre 
les limites x, et # +1 ouoet r. Dans le cas d’une discontinuité quel- 
conque, il faut nécessairement faire des conventions particulières pour 
chaque forme déterminée de fonction périodique, indépendamment 
des précautions ordinaires relatives au passage par l'infini. Ainsi, par 
exemple, si 
f(#)=rtangrz, 

et qu’on prenne 


x 
F(æ)=r f tangna dx — — logcosræx, 
18) 


on ne peut pas considérer — log cosrx comme une fonction périodique 
dont l’amplitude de période est 1, ainsi que cela a lieu pour tangræ; 
mais rien n’empéche d’écrire 


x 
EFfæ)= - f +d.log cos rx = — +logcos’ rx, 
oO 


et l’amplitude de période est +-1 pour la fonction primitive comme 
pour la proposée. Plus généralement, quand on aura 


fe fied 
raf f(z)” 


ainsi que le font plusieurs géomètres, que f(a) soit ou ne soit pas pé- 
riodique. Cette forme intégrale a, en particulier, l’avantage de laisser 
subsister ou d’introduire dans certains problèmes de Géométrie des 
branches de courbe qui disparaitraient sans cela et rompraient ainsi en 
pure perte la continuité géométrique. 

Soit encore 


j'écrirai 


; FA dx 
Y= SOP GSS ses ea, 
o Itsksinenzx 
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k étant une constante réelle dont la valeur est plus petite que l’unité. 
La dérivée 7 est périodique, continue et finie pour toutes les valeurs 
réelles de x. Si l’on écrit 


Vue I tangræ +h k 
y= — === | arc tang —2——— — arc tang -=—— |}, 
nY¥i1—k? MP 2 
quand on change x en æ +1, sans se préoccuper des valeurs intermé- 
diaires, le second membre reprend exactement la même valeur; tandis 
que, en ayant égard à la variation continue de x dans le même inter- 
. Ret I 
valle, l’accroissement correspondant de y est évidemment ————- La 
Vi— #? 
fonction y est donc de la forme ma + &(x), m étant une constante et 
(x) une fonction périodique, ce qui résulte d’ailleurs du développe- 


Oh geen 2 Ae 
ment de —~ suivant les puissances positives de #. Lorsqu’on suppose 
k>1, ona 


ye 1 tangræ +k — Ver k+yhi—1 \* 
4m V1 tangnæ + k + NR x k — Vi 


En suivant la variation continue de cette fonction, on reconnait que y 
doit être actuellement considéré comme une fonction proprement pério- 
dique, sans partie proportionnelle à x; seulement cette fonction passe 
une fois par l'infini dans l'intervalle de chaque période, comme cela a 


At PES ’ Q Là ‘d ss , Lar 2 
lieu pour sa dérivée. L'intégrale [ as da, traitée par les moyens usités, 
10) 


est indéterminée; et cette circonstance, ainsi que le passage par l’ima- 
ginaire, pourrait être considérée peut-être comme correspondant géné- 
ralement, en vertu de quelque convention tacite, à l’absence du terme 
proportionnel à x dans l’intégrale indéfinie d’une fonction périodique; 
mais ceci n’est qu’une simple réflexion. 

J'ajouterai, à propos de l’intégrale d’une fonction périodique, une 
dernière remarque qui peut être utile dans certaines circonstances. Si 
l’on considère l’intégrale indéfinie 


{Po dx, 
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où Pest une fonction quelconque de æ et une fonction périodique de 
la même variable, et que l’on pose 


fade ke + fou de = hi x + wo» [rede = hermes 


k, ky, ky... étant des constantes et 5,,,, Ga), Bs)>--- des fonctions pé- 
riodiques, on trouve aisément, par le procédé de l'intégration par par- 
ties, « 
[rode Be ape AE Abe at aie 


— (= 1) PC) [any — An] + (— 1) P™ Wen) 


+ h [Paz —(— ip | Pea dz, 


où les accents marquent les dérivées. En particulier, lorsque P est un 
polynôme du degré xn, le dernier signe intégral disparait, et l’on peut 
d’ailleurs effectuer la quadrature indiquée à l’avant-dernier terme. 


4. Bien que les résultats établis aux numéros précédents du présent 
paragraphe soient soumis, comme on l’a vu, à diverses restrictions, la 
théorie de l'intégration des équations aux différences mêlées est jusqu’à 
ce Jour si peu avancée qu’il semble y avoir intérêt à retenir les moindres 
remarques sur cet obscur et important sujet. Or c’est vers ce dernier 
objet que tendent, en grande partie, les résultats auxquels je viens de 
faire allusion. 

Considérons les équations de la forme 
(a) 2,5 Pi. en Re: 
où le > s'étend à toutes les valeurs entières et positives de z et de 7 qui 
vérifient la condition & + 7 <n, n élant un nombre entier positif donné. 
Dans cette équation, y; désigne toujours /(a + 7), en supposant que y 
est représenté par f(a), et les coefficients p; ; sont supposés des fonc- 


tions périodiques de æ. Si l’on fait, dans l'équation proposée, 
a — zer*, 


3 étant une fonction périodique et » une constante indéterminée, on 
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obtiendra un résultat de la forme 


(b) Mz”) ENT Oz = 0, 


les accents marquant les dérivées, et les coefficients M, N,..., Q étant 
des fonctions périodiques de a qui contiennent sous forme entière les 
puissances de p-et de et jusqu’à la n°”, D’après le n° 2, les n intégrales 
particulières distinctes de cette équation linéaire pourront être suppo- 
sées, chacune en particulier, de la forme w,e™™, Où w, est une fonc- 
tion périodique qui dépend de p, et m, un exposant constant qui dé- 
pend aussi de p généralement. La fonction désignée par z devant être 
périodique, il faudra que 
0, 


et c’est cette équation, généralement transcendante, qui fournira les 
valeurs convenables de pw. Une autre solution particulière de la même 
équation (b),telle que o,e**, donnera une autre série de solutions 
particulières dont les exposants seront fournis par l'équation 


Ny, == 0, 
de sorte qu’on satisfera à l’équation proposée en prenant 
y = 2, Ain, ef 2, Bo, 6 EE, 1-2, Co, e*, 


Ay, B,,..., Cy étant des constantes arbitraires et les = s’étendant res- 
pectivement aux racines des équations 


Mi =O, N—O,..., la —Q 


lesquelles admettront, chacune en particulier, une infinité de racines; 
mais cette dernière assertion ne doit être considérée que comme une 
induction fondée sur ce fait, que les exponentielles qui se trouvent 
entremélées aux puissances de », pouvant être remplacées par leurs 
développements en série, les équations ci-dessus peuvent être assimilées 
généralement à des équations algébriques d’un degré infini. 


5. Comme exemple de la méthode précédente d'intégration, consi- 
dérons l’équation particulière 


25 2a? aw” 
AU VALUE ES ER AA Le * 
HUM NE =) ( LE 
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où les a; sont des coefficients constants en nombre quelconque, et = 
une fonction périodique donnée. Si l’on fait 


y= 26", 


z étant supposé périodique, la substitution donnera 


où, pour abréger, 
ie >; tet. 


En faisant 
Zs ere. 


cette équation se réduit simplement à 


e"+ouv + (p?— h)v—o; 


et l’on a en conséquence 


2 = menthe + wel ya), 
Il faudra déduire y. successivement des deux équations 


VR =, A mA 


ou, si l’on veut ici, de l'équation unique, équivalant aux deux précé- 
dentes, 


2 


Rp, 
et l’on en conclura 
Dares 


On peut remarquer que, dans cet exemple, les deux fonctions pério- 
diques qui multiplient les exponentielles dans la précédente expression 
de z coincident et ne dépendent point de uw; mais cela tient à la forme 
toute particulière de l’équation proposée. Quant aux racines p, elles 
proviennent de deux équations vraiment distinctes. Pour prendre le 
cas le plus simple, supposons nuls tous les coefficients a;, à l'exception 
de celui qui multiplie y,, et dont la valeur sera égale à l’unité. Les 
deux équations d’où l’on doit déduire les racines p seront actuellement 


# a 


e* = py er = -- Bw 
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| A part la racine réelle unique qu’elle peut admettre, chacune de ces 
equations admet une infinité de racines imaginaires, dontla séparation 
est tres-facile à effectuer, et à laquelle conséquemment je ne crois pas 
devoir m’arréter. On pourra consulter sur ce point le Mémoire cité de 
M. Puiseux, où ce géomètre a effectué la séparation des racines pour 
une équation du même genre, quoique un peu plus compliquée. 


6. I y a un cas où il est possible de déterminer I’équation propre à 
fournir les diverses valeurs de p., et d’obtenir en même temps l’ex- 
pression de y. Ce cas se présente lorsque dans un terme quelconque 
| de l'équation proposée la différentiation infiniment petite ne dépasse 

pas le premier ordre, de sorte que l’équation peut s’écrire 


Zip) Via ZVI; — 0, 


Pw Qu étant toujours des fonctions périodiques, en nombre fini quel- 
conque, et les accents indiquant les dérivées. Quand on fera 


on aura 
&, été, Eo esse, 
6 


de façon que l’équation proposée deviendra 
Ei pay et + Zia et = 0; 


d’où par l’intégration on tirera immédiatement la valeur de &, et l’on 


aura, par suite, 
2; PG) Al 
— u += _ | dx 
mae fle 3; Jj) el 


La fonction & devant être périodique, il faudra généralement poser 


"Apart 7 


ET 2; qu) e* 


Oo 


ce qui est précisément l’équation propre à fournir les diverses valeurs 


de p. On aura ensuite 
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les À, désignant des constantes arbitraires et s, ce que devient succes- 
sivement l'expression précédente de & pour chacune des racines pr. 


7. On peut, au lieu de l’équation particulière qui vient d’être exa- 
minée, considérer la suivante, d’une composition un peu différente, 


2: [Pu + æS()]| Yi 4-2; qu) Y; 0) 


Po» Sc» Jy) étant encore des fonctions périodiques quelconques. En 
supposant a et u des fonctions périodiques indéterminées, faisant, 


= b= ER iF, 
et observant que 
Bac, 6, Rta eee 
la substitution dans la proposée donne d’abord 


EZ [pa + ws] ult 2 jqy wu’ +82, qu =o. 


: ; à D’ u' 

Si l’on remplace dans cette équation & par ë (= + logu+x =). on 

obtient une transformée dont le premier membre renferme deux sortes 

de termes, savoir : des termes périodiques, et d’autres termes conte- 

nant æ en facteur. Ces deux groupes de termes doivent disparaître sé- 

parément, et l’on a, en conséquence, 

Zip w+ 2jjqo ww _ 
2; qu ul ni 


= 
— + logu + 
La) 

(a) 2; Si) ui + ul! 2; qi) Wi == 6. 


Si de cette équation, non linéaire généralement, on peut tirer pour w 
une expression périodique renfermant une constante arbitraire «, la 
périodicité requise de æ exigera que l’on ait 


1 >; ° ui > 1, + J-1 7,/— 
f [ tose pe CUR PEL | dr = 0, 
0 


2; qu) ui 


équation d’où l’on devra déduire &, et l’on aura 
VF was, 


les À, étant des constantes arbitraires et le = se rapportant aux racines 
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de l’équation précédente. a,, u, désignent respectivement ce que de- 
viennent les expressions trouvées pour @ et pour quand on y rem- 
place « par chacune des racines de la même équation successivement. 

Par exemple, si l’on suppose que les coefficients ¢,, sx soient tels 
que, pour toutes les valeurs considérées de 7, on ait 


QG = JG} SG) =" 
de sorte que l'équation proposée soit 
Zpori + LAMY YH AMY; = 
l'équation propre à déterminer u sera 
Zl) w + prui- tu] =o; 
le premier membre étant une différentielle exacte, on aura 
2 TU) Un ==, 


En désignant par 7 la plus grande valeur de 7, on déduira, de cette 
équation algébrique en uw, n déterminations de w généralement; et ces 
-nfonctionsseront évidemment périodiques. Si on les représente par w,,, 
Uo)se.es Um, il faudra déduire successivement les racines « des n équa- 


tions 
- Di Poi) ui, +2; Pry Ul u 
fe ie iP) CS iJ . ky Ck) rip 
0 ZiT) Udy 


OW M1, 2, cig 2 


8. J’ajouterai ici, pour ne pas y revenir, une dernière remarque sur 
un autre point de la théorie. En désignant par y une fonction quel- 
conque de x et par y, ce que devient cette fonction quand x y est 
changée en æ +1, équation . 

(a) Jie À 
est la définition immédiate d’une fonction périodique quelconque. 

De même l’équation 
(B) yi — À 
peut être regardée comme définissant immédiatement ce que j’appel- 


41. 
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lerai, pour abréger, une fonction périodique impaire. Les fonctions 
définies par (a) pourraient être appelées, par opposition, périodiques 
paires. Je les appellerai, en général, conformément à l'usage ordinaire, 
fonctions périodiques, réservant la qualification d’impaires pour les 
fonctions (8). Si l’on désigne par a une fonction particulière quel- 
conque (par exemple sinz x), périodique impaire, et que l'on pose 


ees, 
l’équation (GB) deviendra 

= D 
de sorte qu’une fonction périodique impaire peut toujours être con- 
sidérée comme le produit d’une fonction périodique paire par une fonc- 
tion périodique impaire particulière. Mais il est aussi simple, comme 
on en verra des exemples, d'introduire directement dans le calcul les 
fonctions périodiques impaires, à peu près au même titre que les fonc- 
tions périodiques paires. Enfin on peut observer que f(x) étant une 
fonction périodique impaire, finie et continue dans l’intervalle d’une pé- 


I . 
riode, l'intégrale 4s J (a) dx est égale à zéro, et l’intégrale indéfinie 
f Oo 


[L(x) de est une fonction périodique impaire, ne contenant pas de 


partie proportionnelle à æ. Il est évident qu’on pourrait introduire 
une distinction analogue, avec plus de variété bien entendu, pour le 
cas des fonctions de plusieurs variables indépendantes. 


$ II]. — Des courbes composées individuellement de parties semblables. 


1. Les coordonnées rectangulaires x, y, z d’un point quelconque 
M d’une courbe étant supposées des fonctions d’une variable indépen- 
dante z, le point M, ou (x,, y,,3,), obtenu en changeant dans ces 
fonctions £ en 4 + At, At étant une fonction donnée de t, pourra être 
appelé le point correspondant de M. D’après ce qui a été dit au SI on 
peut toujours supposer At égal à l’unité. Cela posé, si l’on considère 
deux points quelconques M et M’ de la courbe et les points respective- 
ment correspondants M, et M, la condition que l’on s'impose ici est 
que les arcs MM’ et M, M, soient semblables, quelles que soient les 
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valeurs £et 2’ de £ qui répondent aux extrémités du premier. Cette con- 
dition se traduit évidemment par les trois équations 


(a) mr ax +ay+a"z, my—=bx+b'y+b"z, mz,=cx + c'y+ cz, 


où a, b,... sont les cosinus de direction d’un nouveau système fixe 
d’axes rectangulaires ayant la même disposition que le premier, et où 
m est le rapport constant de similitude, positif ou négatif suivant que 
la similitude est directe ou inverse. On sous-entend aux seconds mem- 
bres de ces équations trois constantes additionnelles. En posant, con- 
formément à la méthode ordinaire, 


aah EN Pin ver MU = 'y'm= et, 


À, p, v, p étant des constantes indéterminées, la substitution dans (a) 
fournira 
(a — o)À + au + ay — 0, 


bA+ (6'— oc) p+ b"y— 0, 
ch+ c'u+(e”’—c)v=0; 


où ¢ =e’. L’élimination de À, x, v donne une équation en c dont les 
trois racines sont 


b cose+V—isine, cose — V1 sine, 


en posant 
I (4 
a+ b'+c—1—20cose, 


et l’on peut prendre 
A=a’+e, u—=b'+c, v=1+0c’—a—V, 
quand ¢ =1, et 
A=e+a’o, po=e'+b’a, v=(e" —1)(1+0¢), 
quand ¢ = eV, 
Si l’on fait, pour abréger, 


M=Acoseé—Bsinet, N=Asinet + Bcoset, 


A, B, C étant trois fonctions arbitraires de ¢ qui reprennent la même 
valeur quand ¢ augmente de l’unité, on déduira des trois solutions par- 
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ticulières précédentes les intégrales générales des équations (a), à 
savoir 
x = mt{[C(a"+c)+M(c+ a"cose) —Na”sine], 
(b) {y =m"[C(b"+c)+M (c'+b”cose) — NB” sine], 
z—m[C(it+e"—a—b)+M(c—1)(1+cose)—N(c”—1)sine]. 


On reconnaît facilement que les trois groupes de coefficients qui 
multiplient C, M, N dans ces formules peuvent être pris pour les cosi- 
nus de direction de trois axes rectangulaires, en introduisant toutefois 
un facteur numérique commun aux coefficients de C et un autre fac- 
teur numérique commun aux coefficients de M et N. En désignant par 
X, Y, Z les coordonnées relatives à ces nouveaux axes, et projetant 
x, y, = successivement sur chacun d’eux, on obtiendra 


(c) X=m—Reos(o+et), Y—mRsin(p+et), Z—m MH, 


après avoir remplacé A et B, abstraction faite d'un même facteur nu- 
mérique, par Rcosw, Rsing respectivement, R,9, H étant trois fonc- 
tions arbitraires périodiques. 

Lorsque m, que je suppose toujours positif, est égal a l’unité, les 
trois constantes qui sont censées ajoutées aux seconds membres des 
équations (a) ne peuvent pas être éliminées au moyen d’une solution 
particulière représentée elle-même par trois constantes : on les fait 
disparaître, dans ce cas, au moyen d’une substitution de la forme 


Bmat+a, Yi=Pl +, 2%—=7yt, 


a, &,.,. étant des constantes. On reconnaît aisément que a, B, y doi- 
vent être proportionnels à a” +c, b’+ ¢,1+ c’—a— b'; et des lors 
en imaginant les quantités 2, yo, Ze ajoutées respectivement aux se- 
conds membres des équations (b) et projetant, comme précédemment, 
sur les trois nouveaux axes introduits, on obtient, abstraction faite des 
constantes additionnelles, 


(d) X=Recos(p+ei), Y=Rsin(o+et), Z=H+At, 


R, H,9 étant des fonctions arbitraires périodiques, et A, ¢ des constantes 
quelconques. 
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On passe au cas de la similitude inverse en supposant, dans (c), m 
toujours positif et prenant pour R, H des fonctions périodiques im- 
paires, 9 étant toujours périodique pair. Seulement dans (d)A doit 
être supposé nul. On peut aussi dans les mêmes formules (At) 
écrire 9 + art au lieu de 9, » étant un nombre entier quelconque, et 
supposer R toujours périodique pair; on sera dans le cas de la similitude 
directe ou dans celui de la similitude inverse, suivant que 7 sera pair 
ou impair, H étant toutefois impair dans ce dernier cas. 

Lorsque ¢ est différent de zéro, si l’on fait 


fb oO = ey, 


6 croitra de un en même temps que Zz, et comme cette équation en- 
traine 
t— 0 + (0), 


& étant une fonction périodique, toute fonction périodique de 4 devien- 
dra, par cette substitution, une fonction périodique de 9, de même pa- 
rité qu'avant la substitution. On voit, d’après cela, que, lorsque e n’est 
pas nul, on peut dans les formules (c) et (d) supprimer, si l’on veut, 
la fonction 9; cette suppression n’enlève rien à la généralité des for- 
mules quand il s’agit simplement des différences finies, mais elle peut 
obliger à introduire des fonctions à sens multiple à cause des valeurs 
différentes de z, qui, dans l’équation 


I 
ii € 9 ( t) = 6, 
peuvent répondre à une même valeur donnée de 6. 


2. Il résulte du calcul ci-dessus qu’étant donnés deux systèmes sem- 
blables, situés d’une manière quelconque dans l’espace, on peut toujours 
les rapporter à trois axes rectangulaires tels qu’entre les coordonnées 
des points homologues (X, Y,Z), (X,, Y,, Z,) on ait les relations con- 
stantes 

mX,= Xcose—Ysine, mY,—Xsine+-Ycose, mZ,=Z, 


en sous-entendant, s’il le faut, des constantes additionnelles aux se- 
conds membres. On aurait pu partir de cette propriété et simplifier 
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réciproquement le calcul primitif. Si l’on a, en effet, deux systèmes 
semblables (A, B, C,...), (A’, B’, C’,...) et que l’on prenne deux points 
homologues quelconques O, 0’, on peut transporter parallèlement à 
lui-même le système ( A’, B’, C’,..., 0’) de manière à faire coincider O’ 
avec O. Puis, par une rotation autour d’un certain axe OI, toujours 
parallèle à lui-même, on peut l’amener à coincider avec l’un des ho- 
mologues de(A, B, G,..., O), construits avec le centre d’homothétie O. 
On voit que, dans le cas de la similitude directe, si m differe peu de 
l'unité positive, le point O peut être transporté très-loin, ce qui ex- 
plique la présence nécessaire de la constante qui est jointe à z quand 
on prend la direction OI pour axe des z et que l’on suppose m égal à 
l'unité. 


3. En s'appuyant sur les considérations développées au § IJ, on peut, 
sans nouveau calcul, résoudre la même question géométrique à l’égard 
des surfaces. Les coordonnées x, y, z d’un point quelconque d’une sur- 
face étant supposées, en effet, des fonctions quelconques de deux pa- 
ramètres arbitraires &, n, quelle que soit la loi de correspondance de 
deux points M ou (&, 4) et M, ou (§ + AË,n+ An), on peutsubstituer 
à € et deux nouveaux paramètres indépendants £ et 0, tels que A& 
et An soient produits simultanément par l'unique accroissement A4= 1, 
0 ne variant pas. La condition géométrique de similitude fournissant 
d’ailleurs trois équations analogues à (a), il est clair qu'il suffit, pour 
avoir la solution générale du problème actuel, de supposer, dans les 
formules (c) et (d), que R, 9, H sont des fonctions arbitraires de 6 et, 
la dernière de ces variables entrant dans ces fonctions sous forme pé- 
riodique; m, ¢, A, restent toujours des constantes arbitraires. Ceci re- 
vient à considérer les surfaces cherchées comme engendrées par le 
mouvement de la courbe (c) dans les équations de laquelle on fait en- 
trer, à part ¢, et d’une manière arbitraire, un nouveau paramètre in- 
dépendant @ répondant au déplacement ou à la déformation de cette 
courbe. Si l’on remplaçait 9 par une fonction déterminée quelconque 
de z, on aurait, sur la surface en question, une certaine courbe; en 
changeant, après cela, ¢ en ¢ +1, on obtiendrait sur la même surface 
une courbe semblable à la première. 

Si l’on supposait que les fonctions R, y, H dépendent arbitrairement 
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de trois paramètres 4, 6, r, le premier entrant toutefois dans ces fonc- 
tions sous forme périodique, les formules (c) et (d) répondraient à la 
décomposition de l’espace en portions semblables, c’est-à-dire que si 
l’on se donnait un nombre quelconque # de points, répondant à & sys- 
tèmes de valeurs simultanées quelconques de ces paramètres, les va- 
leurs de £ étant, en particulier, #,,, t),..., ¢q, les # points obtenus en 
changeant#,,, 4,,..., &y EM t) +1, do +13... tq +1, formeraient une 
figure semblable à la première. 

Enfin je ferai remarquer que la méthode analytique, adoptée au 
début du présent paragraphe, pourrait s'appliquer au cas de la Géo- 
métrie à z dimensions. Le système des n équations analogues à (a), et 
répondant à cette généralisation, pourrait alors se traiter en faisant 
usage de la propriété des déterminants, établie par M. Briosehi au 
tome XIX, 1° série, du Journal de Liouville; et il ne serait peut-être 
pas sans intérêt de rechercher en particulier quel est le système le 
plus simple de n axes rectangulaires auxquels deux systèmes homo- 
logues peuvent être simultanément rapportés; mais je n’entrerai pas 
présentement dans d’autres détails sur ce sujet. 


§ IV. — Des courbes planes semblables à leurs n°°"* polaires correspon- 
dantes. — Sur un cas particulier relatif aux courbes gauches. 


1. En désignant par p et w les coordonnées polaires d’un point quel- 
conque M de la courbe plane cherchée, et observant que, d’après une 
propriété connue, les perpendiculaires abaissées du pôle sur les tan- 
gentes, qui correspondent aux podaires successives, font entre elles, en 
passant de l’une à la suivante, un même angle v, les coordonnées 6 et r 
du pied P de la n”* perpendiculaire seront données par les formules 


(1) §=a—ny, r—pcos"y. 


Il convient, conformément à ce qu’a fait M. Puiseux dans une ques- 
tion analogue, de distinguer deux cas : 1° le cas où la nie”? podaire 
peut être rendue homothétique à!la courbe primitive (le pôle étant le 
centre d’homothétie) au moyen d’une rotation e autour du pôle; 2° le 
cas où une pareille rotation la rend homothétique à une courbe symé- 
trique de la courbe primitive relativement à l’axe polaire. 
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Premier cas. — On peut regarder p et w comme des fonctions, jus- 
qu'ici indéterminées, d’une variable auxiliaire 4, et assujettir la fonc- 
tion arbitraire qu’introduit le choix de cette variable à la condition que 
les coordonnées p, et w, du point M, de la courbe cherchée, qui doit 
être l’homologue du point P, se déduisent de p et de » respectivement 
en remplacant simplement, dans ces dernières fonctions, ¢ par ¢+ 1. 

Cela étant, et en désignant par m le rapport constant de similitude, 


on aura les deux équations 
(a) ®=O+e, p—=mr, 


ou bien, en ayant égard à (1) et écrivant à la suite une relation bien 
connue, 


l 
(2) 6), = @—NvY+e, Pi —= mpcos"y, <= tangy do. 


La différentiation de la deuxieme de ces équations donne 


do, 


a de — ntang» dy; 
pi F 


d’où, en ayant égard à la troisième et à celle qu’on en déduit par le 
changement de ¢ en ¢+1, résulte 


tangy, dw, = tangy dw — n tangy dy. 


Le second membre de cette derniere équation revient, en vertu de la 
première (2), à tangy dw, ; on a donc, en observant qu’on peut rejeter 
’hypothese de dw, égal à zéro, 


tangy,=tangy, et, par suite, w—Y—#r, 
k étant un nombre entier quelconque. On tire de la 
(3) y=hkri+a, 


a étant une fonction arbitraire périodique; ce qui transforme la pre- 
mière équation (2) dans 


(6) o,—@ =—nknt—na+e, 
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On en conclut, par l'intégration, 
(4) @ = — pnknl + (tnkn — na+e)t +b, 


6 étant une nouvelle fonction arbitraire périodique. 
D’après (3), la deuxième équation (2) peut s’écrire 


(5) = mp cos"(knt+ a). 
Si l’on fait, pour abréger, 


f(t)= m eos (krt+ a), 
de sorte que 


dé gt pi=pf(t), 


[ f(t) |? ou f? (2) sera une fonction proprement périodique, quelle que 
soit la parité de net de &, et l’on pourra prendre, pour l'intégrale géné- 
rale de l’équation (5) ou (5), 


(6) pee Gh 


où f*(z) est une quantité toujours positive, tant que fest supposée 
réelle, et où A est une fonction arbitraire périodique paire ou impaire. 

On peut remarquer, 4 propos de cette intégrale ambigué (6), ot le 
signe + doit être généralement conservé, que, si l’on considère 4 
comme l’abseisse et p comme l’ordonnée d’une courbe, l'équation Ki 
déterminera sans ambiguité les points qui se correspondent sur cette 
courbe, c’est-à-dire qui répondent respectivement aux valeurs ¢ et ¢+1 
de l’abscisse; et ceci a lieu quelle que soit la fonction f(z), supposée 
toujours périodique paire ou impaire. 

En substituant dans la troisième équation (2) les valeurs de », «, p, 
fournies respectivement par (3), (4), (6), on obtient la relation 


- a + <log[m* cos” (dirt a] 
7) —(Gpanat e+ MF) tang(hae + a) =o, 


qui a lieu entre des fonctions proprement périodiques seulement. Si 
l’on se donne arbitrairement A et 6, on pourra en déduire a par la réso- 


42. 
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lution d’une équation transcendante, et il en résultera toujours pour a 
une forme périodique, comme cela doit être. Si l’on se donne A et a, 


on tirera de la relation précédente 


2 =F(t), b= | F(¢)dt, 
où F(£) est périodique. Si cette quadrature ne donnait pas pour 6 une 
forme périodique, il faudrait égaler & zéro le coefficient de la partie 
proportionnelle à #, ce qui établirait une relation entre £ et les autres 
constantes, : 

En restreignant la généralité de la solution, on peut vérifier la rela- 
tion (7) sans effectuer de quadrature ou sans résoudre une équation 


transcendante. Si l’on pose, en effet, 
tlogA?=Asin(knti+a), b=dAcos(kri+a), 


À étant une fonction indéterminée, la substitution de ces expressions 
dans l’équation (7) fournit 


—A=[tcos(kri + a) logm? cos"( Art + a) 


+(na—e—inkr)sin(knt+a)]: is +h) } 


et il en résulte toujours pour +log A? et pour b des expressions propre- 
ment périodiques, quand on a adopté une pareille forme pour l’unique 
fonction arbitraire a qui subsiste actuellement dans la solution. 

Lorsqu'on suppose a constant et & égal à zéro, l'équation (3) fournit 
pour v une valeur constante : la courbe est donc une spirale logarith- 
mique. Il semblerait cependant qu’il entre encore une fonction arbi- 
traire dans les expressions (4) et (6) de w et de p; mais il est facile de 
voir que, en tenant compte de (7), on peut éliminer £ entre (4) et (6) 
et obtenir entre p et w l’équation ordinaire de cette courbe. Au reste, 
rien ne s’oppose, dans le cas présent, à ce qu’on suppose A et bet, par 
suite, a constants, # étant toujours nul: les équations (4) et (6) appar- 
tiennent alors directement à la spirale logarithmique. 

Second cas. — On a toujours les équations (r). Les équations (x) 
doivent être remplacées par 


—o, == 0 + E> Pi mr, 
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et l’on a, par suite, 
, É do 
(a) + O—ny+e=0, p,=mpcos"y, D sae 
Kn suivant la méme marche que dans le premier cas, on déduira de ces 


équations 
tangy, = — tangy, »,+tv=sr, 


# étant un nombre entier quelconque. Si l’on fait 


kr 
DA 


: kr 
(3’) y= +e el, parsuite, n=— +0, 


Péquation précédente deviendra 
 +C—=0; 


en sorte que c est une fonction arbitraire périodique impaire. On tire 
ensuite de la première (2/) 


nkr 
GD; er eet Te, 
et, en intégrant, 
nkT € 
(4) LATE lie ai 


g étant une fonction arbitraire périodique impaire. En faisant 
Jij=m cost (“2 +e), 


et observant que f?(¢) est toujours une fonction périodique paire, on 
aura 


(6') P=+AlfHt, 


À étant une fonction arbitraire périodique quelconque. Les fonctions 
À, c, g devront vérifier la condition 


f Pum logA?/ i 1 4 dg kr se 
(7') A nee ra ne 5 lost (t)— (3 — nc) tang (= +c)—=o, 


qui a lieu entre des quantités de même nature, le dernier terme étant 
le produit de deux fonctions périodiques impaires. Cette équation donne 
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lieu à quelques remarques analogues à celles du cas précédent. On aura, 
par exemple, 

dg 

2 — = | F(t) dt, 

Bown, g= [P(e 
F(z) étant une fonction périodique impaire, et l'intégration fournira 
généralement pour g une fonction de même nature. 

L’analyse qui vient d’étre développée, soit dans le premier, soit dans 
le second cas, peut être légèrement modifiée et simplifiée. Quand on est 
arrivé à l’équation (3), on peut former tout de suite l'équation (5) et, 
par suite, l’équation (6). La troisième (2) donne alors immédiatement 

dp . 


Go) = | COty —> 
p 


et l’on peut reconnaitre que cette expression de @ satisfait à l’équa- 
tion (B). On en tire effectivement 


do = coty 2 


et, par suite, 
d d 
dw, — dw = cotv, —— — coty fe = Coty 


mais, d’apres (5), ona 
dp. dp _. df(t) 


hace, Pee Uy 


et, en mettant pour /(Z) ce que ce signe représente, on obtient 


da 
d(#,—®)=—n (i+ i) dt, 
ce qui est précisément la différentielle de l'équation (6). Une modifi- 
cation analogue peut étre faite dans le second cas. 
2. Les coordonnées rectangulaires x, v, z du pied P de la perpendi- 
culaire, abaissée de l'origine sur la tangente au point (x, y, s) d’une 
courbe quelconque (C), sont données par les formules 


rdr dx _  rdr dy Ser dr dz 


I bE — Ol — es ae 
(1) phe TE soie sac: Ma ae ae 
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dans lesquelles 


L 


rx +y'+z, ds = dx + dy?+ d2!. 


Si l’on exige que les courbes (C) et (P) soient semblables, l’origine 
étant le centre de similitude, en désignant par x,, y,, z, les coordon- 
nées du point de la courbe (C), qui est homologue du point P, on 
devra avoir, d’après ce qui a été dit au n° 2 du § IN, 


X= m(zx,cose—y,sine), Y=m(ax,sine+y,cose), z= maz, 


le second membre devant être augmenté d’une constante si l’on sup- 
pose m égal à l’unité positive. Les coordonnées x, y, = étant censées 
des fonctions d’une variable indépendante #, on pourra regarder x, 
y, z comme étant les valeurs de ces fonctions qui répondent à la va- 
leur £ + 1 de la variable indépendante. Cela posé, si l’on fait 


ds? r dr 
a fe 


À étant une fonction indéterminée, l’élimination de x, y, z entre les 
deux groupes précédents d’équations fournira immédiatement 


| dx : 
T ahem (a cose — y, sine)], 
dy : 

(3) { dlr m (a sine + 7, cose)], 
dz 
+ = À(2z — mz;l. 


En adoptant les coordonnées semi-polaires 
Æ—=pCOS®, y=psino, 2=2, 


ces équations pourront étre remplacées par les suivantes : 


d wi. dz 
(4) de —2(p — mo, cosé), ea (— sing), Gm Ma ma), 


ou, pour abréger, 
| 0 = 6 — 0 + €. 
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L’élimination des dérivées, au moyen de (4), transforme (2) dans 
(5) ZZ, — mz? + pp, COSO — mpi— 0. 
En faisant la somme des carrés de (1) et ayant égard à (2), on obtient 


CET ez 


(4!) sf =À(r— mr), 


équation qui peut être regardée comme une conséquence des quatre 
équations (4), (5), lesquelles suffisent pour la complète détermination 
des quatre fonctions inconnues p, w, 3, À. En désignant toujours par 
des indices les valeurs de ces fonctions, qui répondent aux valeurs ¢+1, 
t+ 2, de la variable indépendante, la différentiation de l’équation (5) 
et l'élimination ultérieure des dérivées, au moyen de (4), fournissent 
une équation dans laquelle l’ensemble des termes qui multiplient 2 se 
réduit précisément au premier membre de (5) et qui, après la suppres- 
sion de ces termes et la division par },, revient à 

F Z221— 2M3i + 2M?Z,2,— 2mMp; — MZ: 

as + pp, COS 0 + 2m?p,p, COS 0, — mpp: COS(0 + 6,) =o. 


Des équations (5) et (6) on déduit 


i — RTE See 
(7) Coste Was) == SS cos(6 + 6,) = ee r, st 
pp: P1P2 OP. 


ce qui, substitué dans l’identité 


cos*@ + cos?6, + cos’ (0 + 6,) — 2 cos @ cos@, cos(§ + 6,) —1=0, 


fournit, après avoir remplacé p? par r?— z? et opéré des réductions, une 
équation que l’on peut écrire sous la forme 


Uy — Mu, 


> (U,3 — 2M, 3, + Uy Z2)? 
| 


(8) 


u 
2 1 
+ (uu, — u’) (2 ~ # 32} — 2m2Z,3.+ mu, — ui) =, 


K 2 


en posant 
TRE 
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Il faut rapprocher de cette équation l’équation (4’) ou 


(9) Thu miu), 

et, en y joignant la troisième (4), on a trois équations propres à déter- 
miner w, z, À. On peut en déduire une équation aux différences mélées 
ne renfermant qu’une fonction inconnue; mais l'équation, homogène 
et non linéaire, à laquelle on serait conduit, m’a paru devoir rentrer 
dans une classe si peu intégrable, par des moyens jusqu'ici quelconques, 
que je me suis borné à poursuivre le calcul dans un cas particulier qu’il 
faudrait d’ailleurs examiner avant d’aborder le cas général. Ce cas par- 
ticulier correspond à l’hypothèse 


(10) UU, — Uj = 0. 

L’équation (8) exige alors que l’on ait 

(11) UzZ — 2AMUy, 31 + Uy Z.—= 03 

car si l’on supposait nul le facteur wu, — m°u,, et par conséquent aussi 
ant, ae serait nul : r serait donc constant, c’est-à-dire que la courbe 


cherchée serait sphérique, circonstance qu’on peut ici exclure. Bien 
que l’on ait actuellement une équation de plus qu’il n’y a de fonctions 
à déterminer, le cas particulier dont il s’agit en ce moment admet une 
solution qui présente une certaine généralité relative. En faisant, pour 


un instant, 

ui ù 

u rh mr à 
l'équation (10) revient à 

Vv; Vi oO, 

c’est-à-dire que » est une fonction arbitraire périodique que je dési- 
gnerai par a?. On a donc, par l'intégration immédiate de l’avant-der- 
nière équation, 


(12) po Ad}, 


A? étant une fonction arbitraire périodique. L’équation (10) devient, 


par suite, 
; 31 — 2M0 3; + Az = 0. 
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Cette équation, intégrée par la méthode ordinaire des exponentielles, 
fournit ; 


(13) z= Bb'+ Ce, 
en posant 
(14) b—ma+a m'a —1, c=ma’—ayma—t, 


et en désignant par B et C deux fonctions arbitraires périodiques. Main- 
tenant il faudra satisfaire à la condition 


dz rdr 
dt dt 
be — z7—mz, mr 


résultant de (9) et de la troisième (4). En substituant au dernier membre 
la valeur (12) de r?, on aura 


oberg FRET ys 
eer 


(16) k= 


I— me 
les accents indiquant les dérivées. On a ensuite, d’apres (13) et (14), 
2— mz,=B(1— mb)b' + C(1— me)e-, 


buse er 
1—mb=— ~Vmiat 1; 1— me = - ¥m'a? — 15 
a 


et, en substituant dans le deuxieme membre de (15), il vient 


(B’+ Blogb)b' + (C’+ Cloge)ec'+ (Bb 'b’+ Ce'e' Jt 
fa Bbb' + Coe!) < Vine — 1 


i 


Cette expression de À devant coincider avec la précédente, il faut ashore 
que l’on ait 


a! 
a(Bbt'b'+ Cette!) __ a 

B bb! — Cee! mai pe 
égalité qui exige que 


a? b! ac a! 
es 2 Re 
b c Ym?a — 1 
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Or ces conditions sont identiques en vertu des relations 


Le kes 4 I I I 
Rl ee Te — mM m+ —.- 
RG c (he 


Il faut de plus, pour la coincidence des deux expressions de À, que 


A’ 
a(B'+ Blogb)b'+a(C'+Cloge)ct À sue de 
Bbbt— Cee! Lei matos +. 
et, par conséquent, 
7 / — + loga 
a(B'+Blogb) _ a(C'+Clogc) _ A : 
Bb + Ce  ma—i 
d’où 
= ( +] ) re I 
rs ae vee foyer £ e(R + EE a 
El oe PAR ran ty 
B Vmia—1 C Vmia —1 
L’addition de ces deux équations fournit 
B’ C’ 2 A’ : À 
(18) oot et, par suite, BC=/A?, 


& étant une constante arbitraire. Si l’on se donne arbitrairement A et a, 
la première (17) fournira B par une quadrature, et la dernière (18) 
donnera tout de suite C. Si l’on se donne arbitrairement A et B, et par 
suite C, on pourra déduire a de l’une ou l’autre des équations (17), qui 
renferment cette quantité sous forme finie. Connaissant actuellement r 
et z, et par conséquent p, la première (7) donne immédiatement 6; et 
il est facile de s’assurer que, en vertu des expressions trouvées pour 
ces quantités, et de celle (16) de A, la première (4) est identique. On 
tirera enfin de la deuxième (4) 


(19) o=— m {re sing dr; 


mais il est nécessaire de faire voir que cette valeur de « vérifie la 


relation 
0—=m—S+E, 
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qui fait suite aux équations (4). Or, si l’on différentie cette relation et 
que l’on substitue ensuite la précédente valeur de w, on a 


dé" doy, do _ m2 sin — m nee 


dt at? ds oar 


ou bien 
dcos@ _ 4 Ai Pe 
ND 0 


sin 9, sin@ — mi sin?4; 


en mettant pour cos@ sa valeur (7), effectuant, au premier membre, 
les différentiations, et ayant égard à (4’), ainsi qu’à la première et à la 
troisieme (4), cette équation devient identique. Ainsi la solution est re- 
présentée par l’ensemble des équations (12), (13), (14), (17), (18) et (19); 
elle renferme finalement, comme on voit, deux fonctions arbitraires 


périodiques. 
On peut toujours supposer a une fonction réelle. Tant que a? est su- 


LA nd “ I La e A D 
périeur à —» betc sont réels, et il en est de même de B et C. Lorsque a’ 


. re re att . . : . , . . 
est inférieur à cork b et c sont imaginaires conjugués, et par suite aussi 
B et C, de sorte que z est toujours réel. Si l’on fait 


tee Cas 
a= — ~ 9 
m 2 


on aura 


I I 
b= —(1+e%), cm —(1+e—) 
2m 2m 


et l’on pourra donner a 9 des valeurs réelles quelconques ou des valeurs 
imaginaires de la forme 9/—1. Ces deux systèmes de valeurs corres- 
pondent aux deux cas qui viennent d’être signalés à l'instant. 

L'un des exemples les plus simples s'obtient naturellement en sup- 
posant a, A, B, C des constantes arbitraires. Alors l’une ou l’autre des 
équations (17) établit entre @ et m la relation finie et transcendante 


loga — yma? — 1 logb =o, 


6 ayaut toujours la valeur (14). Je ne m’arréterai pas à la discussion 
de cette courbe particulière. 
Enfin on pourrait déduire de l'analyse précédente ce qui est relatif 


\ 
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aux courbes planes, en considérant ici la première podaire. Mais si l’on 
voulait traiter la question par cette méthode, le plan simple serait de 
remonter aux équations (4) et (5), et d’y faire tout de suite z égal à 
zéro. Le reste du calcul s’achèverait sans peine, et il ne différerait pas 


essentiellement de celui qui a été ci-dessus développé spécialement 
pour le cas dont il s’agit. 


§ V. — Des courbes semblables aux lieux correspondants des centres 
des sphères osculatrices. 


1. Si l’on désigne par a, B, y; &, n, 6; À, p, v les angles qui déter- 
minent, par rapport à trois axes rectangulaires fixes, les directions res- 
pectives de la tangente, du rayon de courbure et de l’axe du plan os- 
culateur, au point (x, y, z) d’une courbe quelconque, on a les quatre 
groupes ordinaires de formules 


a) (dx —cosa ds, dcosa=cosé do, 
1 


| dcosÀ= cosË dr, dcosE = — cosa do — cosi dr, 


où ds, do, dx représentent la différentielle de l’arc, l'angle de contin- 
gence et l’angle de torsion. En posant 


(d cosË£} + (d cosn)? + (d cost) = do? + dz? = du’, 
on tire de ces relations 
ddcos—§ = — cosË du? — cosa d do — cosdd dr, 
et, par suite, 
(dd cost) + (dd cosn)? + (dd cose)? = dus + (d do) + (d dz? = (ddp)’, 


dv et ddp étant introduits auxiliairement. Si l’on considère comme 
connues ces deux quantités et qu’on pose 


(2) do = dusino, dr=dvcosg, 


on aura, pour déterminer ¢, l’équation 


{3) go = = V(d do}? — (d dv)? — dvi= du Ve —1 = dv tangi, 


: 
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8 désignant le rayon de courbure de la courbe sphérique qui aurait 
pour coordonnées rectangulaires cos, cosy, cosg, et z étant l’inchi- 
naison de ce rayon sur le plan de la tangente sphérique correspondante. 
Lorsque ces trois cosinus sont connus, on peut déterminer a, , y; À, 
pu, v au moyen des formules 


de." ,deost dy? 

(4) —cosad 7 =d ni + cos§ > 
ae ACOSE , du? 

(5) — cosa daa? ae + COSE Ts 


que l’on déduit des expressions ci-dessus de dcosé et ddcosé, en ex- 


. do + tx rats 
cluant le cas où > est constant, c’est-à-dire le cas des hélices, qui doit 


être et sera examiné à part dans ce qui suit. 

Enfin je rappellerai qu’en désignant par a», Yo, Zo les coordonnées 
du centre de la sphère osculatrice relative au point (x, y, z), par ds, 
ds, dr, la différentielle de l’are, l'angle de contingence et l'angle de 
torsion de l’arête de rebroussement (x,, Yo, 3) de la surface polaire, on 
a les relations 


(6) = x +R cos Ë — Te cos), 
(7) dx, = ds,-cosi, 

(8) de dr: dr, = do, 

(9) ds,= (Rds +d 5); 


dans lesquelles ds, doit avoir le même signe que ds. (Voir l'excellent 
Cours de Calcul différentiel et intégral de M. J.-A. Serret, t. I, p. 430 
et suiv.) 


2. Cela posé, si l'on s’impose la condition que la courbe (ary yo 30) 
soit semblable à la courbe (yz), en nommant a,, y,, z, les coordon- 
nées du point de cette dernière courbe, qui est l’homologue du point 
(@) Yo Zo), ON pourra toujours, d'après une remarque précédemment 
faite, supposer aux axes une position telle, que l’on ait 


(10) ma = x, cose + 7; Sine, MY =— LiSINE + Yi COSE, ms, — 24, 


\ 
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en sous-entendant, s’il le faut, aux seconds membres des constantes 
additionnelles. 

La différentiation de ces équations, en observant que mds, est égal 
à ds,, et ayant égard à (1) et à (7), fournit 


=F COS À = cosa cose + cosf, sine, 
(11) =F COSp — — cosa, sine + COS, cose, 
= COSY == COSY), 


En faisant attention que dc, est ici égal à do,, et que, par suite, d’a- 
pres (8), 


(42) at 00%, 


la différentiation des précédentes équations donne, en faisant toujours 
usage de (1), 
= cosé = COSË, cose + cosy, sine, 
(13) 4 HE cosn = — cost, sine + cos cose, 
| = COSC = COSC 


d’où, en différentiant et faisant la somme des carrés, résulte d’abord 
(14) CLONES aby A 


le signe ambigu n’ayant pas jusqu’ici de dépendance nécessaire avec 
les précédents. 

L’intégration des équations (13) rentre, comme cas particulier, dans 
celle des équations considérées au $ III; mais on peut aussi, si l’on 
veut, les intégrer directement comme il suit, en sous-entendant tou- 
jours que toutes les variables introduites sont des fonctions d’une cer- 
taine variable indépendante 4 dont la différence constante est l’unité, 
et employant les indices 1, 2,... pour indiquer les valeurs des fonctions 
qui répondent aux valeurs ¢ +1, ¢ + 2,... de cette variable indépen- 
dante. La troisième (13) montre d’abord que 


E=nrt+#, 


4 étant une fonction arbitraire périodique et » un nombre entier quel- 
conque, impair dans le cas du signe supérieur, pair pour le cas du signe 
inférieur. Puis, en posant 


cOsË = sing Cosw, “cosn = sing sinw, 
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les deux premières (13) deviennent 


COS (on — €) : . 4 sin (@, — €) 
ein sinks =o sing: ==: sing: weer 
= sin¢= sing, +7 RE ibn oué os (a ats 


d’où l’on tire 
tang (@, — €) = tango, 
et, par suite, 
O—o=nn+e, o=(nxr+e)t+o, 

n’ élant un nombre entier quelconque et @ une fonction périodique 
arbitraire. On satisfera à la condition relative à l’ambiguité des signes 
en prenant toujours 7’ pair, et supposant » impair ou pair suivant que, 
dans les premiers membres de (13), on doit adopter les signes supé- 
rieurs ou les signes inférieurs. On aura ainsi, sous ces conditions, 


cost = sin(nrt+d)cos(nr +et+w), 
(15) DE EE HA 
| cosé =cos(nni+). 


En absorbant n’x dans ¢, supposé différent de zéro, on peut encore 
adopter les formules équivalentes 


(15) cosE=V1—c?cos(et +), cosn=Vi—csin(et+w), cosé=c, 


c étant une fonction arbitraire périodique, paire dans le cas des signes 
inférieurs, impaire dans le cas des signes supérieurs, et 1 — c? de- 
vant, dans ce dernier cas, être assimilé à une fonction périodique 
impaire. 

Maintenant, les expressions (15) ou (15’) étant introduites dans (3), 
on en conclura & par une quadrature et, par suite, do et dr au moyen 
de (2). Mais il y a une condition particulière à remplir, à savoir la 
condition (12), laquelle revient à 


du, sing, = ducosg, ou sing, — +coso, 
et, par conséquent, on a 


(16) MOS (2p +1) 2 


p étant un nombre entier quelconque, pair quand on prend dans (14) 
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le signe supérieur et impair dans le cas contraire. La quadrature (3), 


savoir 
) = fé tang/, 


fournira une expression de la forme 
oR kt+h + f(t), 


A et & étant des constantes, et f(z) une fonction périodique, générale- 
ment paire. En la supposant paire, il faudra prendre dans (16) le signe 


supérieur, et l’on aura 
T 
k = (2p +1) = 


ce qui servira à déterminer € généralement, en supposant connues 


toutes les autres quantités. Si f(z) pouvait être impaire, il faudrait 
prendre dans (16) le signe inférieur, et l’on aurait 


2h =(2p +1)2 


k devant être nul dans le cas présent. 
Les angles «, B, y se tireront ensuite des formules (4), en supposant 


: : do . 
toujours variable le rapport == = tango. Puis, en observant que 


ALERT CE Redo, ~ R, dr, 
m m m 
l’équation (9) pourra s’écrire 
dk 
CE 
a R, = R + de = O 


(17) 
Quand on aura tiré R de cette équation, on obtiendra finalement x, 


y, z par les quadratures 


(18) w= [Rcosado, y= [Roose do, z= [Reosydo. 


3. La difficulté de la question est réduite actuellement à l’intégra- 
tion de l’équation (17). Il s'offre immédiatement un cas particulier où 
44 
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la difficulté disparaît : ¢’est le cas où l’on suppose R constant. On sait 
que, R étant constant, l’arête de rebroussement de la surface polaire 
se confond avec le lieu des centres de courbure. Dans la question pre- 
sente, il faudra prendre m= + 1; l’équation (17) sera identique, et, 
ayant adopté les formules générales (15), la solution s’achevera comme 
on vient de l’indiquer. . 

Lorsque R est supposé variable, en mettant en évidence la variable 
indépendante 4, l'équation (17) pourra s’écrire 


I 1 dO dR dR 


17 FAR tR+ Rat ae 


— O;, 
où, pour abréger, on a posé 

Tp oe 

ee 


R, étant censé répondre actuellement à la valeur ¢+ 1 de ¢. Il convient 
de remarquer, à ce propos, qu’en vertu des relations (2), (14), (16), 


ona 
tr. du At rs du? pinta dv? dr? 
Hie agg NT ep dd AR CR 


et, par suite, 
dore ery D. —6 
deo a c est-a- ire 2 — Us 
en sorte que © est une fonction périodique dont l’amplitude de période 
est 2. 

Cela étant, si l’on différentie deux fois de suite l’équation (17’), on en 
Raber aed ie 
déduira = 
ordre. En changeant ensuite, dans la même équation, ¢ en +1, on aura 

, . 4 1° AE . dk, d'R, 
une nouvelle équation d’où l’on pourra éliminer R,, he? da 24 Moyen 


de (17’) elle-même, et des expressions de a si 
Vheure déduites. L’équation à laquelle on arrivera ainsi sera à coef- 
ficients périodiques, en prenant 2 pour amplitude de période, et ren- 
trera conséquemment dans la classe de celles dont il a été question 


au SII. . 


ŒR 


au moyen de R et de ses dérivées jusqu’au quatrième 


qu'on en a tout à 


\ 
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4. Je vais examiner, avec quelques détails, le cas, jusqu'ici exclu, où 
do : 

le rapport de — tango est supposé constant. La formule (3) montre que R 


est constamment égal à l’unité, dv, par sa nature, ne pouvant être tou- 
jours nul. La courbe sphérique (cosë, cosy, cos) est donc présentement 
un grand cercle, et il existe, en conséquence, une relation linéaire entre 
ces trois cosinus : ce qui résulte aussi, d’ailleurs, de la considération 
des équations (4), qui s’integrent immédiatement dans le cas présent. 
Ainsi l’on a 
g coset + g’cosn + g” COSÉ — 0, 

g, g, g” étant des constantes. En substituant, dans cette relation, les 
formules (13), changeant dans le résultat trouvé ¢ en ¢—1, et sous- 
trayant ensuite l’équation précédente, on aura 


‘cos— + gsin< COSE = cos = — g’sin—) cos: 
8 56 220 ae 5 9 2 a 


en mettant de côté l'hypothèse de sin” égal à zéro. Cette équation, jointe 


à la précédente et à l’équation ordinaire entre les trois cosinus, fournit 
pour cosé, cosy, cosg des valeurs constantes (circonstance qu’on peut 
exclure), à moins que g et g’ ne soient nuls en même temps. Il faut done 
que cosé soit nul, et les équations (15) peuvent être réduites aux sui- 
vantes : 


cosë— —cos(r+et+w), cosn——sin(r+et+w), cost=o, 


où l’on a adopté les signes actuels, à cause que, dans (13), il faut prendre 
les signes supérieurs par la raison indiquée un peu plus loin. On a, par 
suite, sie 

du=d(xn+et+oau), v=T+et+, 


et, conformément à (14), 
U—VU—=T+E 


La relation (16) exige en même temps que ¢ soit égal à (2p + 1) 7; ou 


4 


2 CL . 8 
simplement à + Comme 1c1 


4 
COSË — — COSV, COSn = —sinv, 
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si l’on se reporte au calcul de l’Ouvrage cité (p. 448 et suiv.) on aura 
cosæ — — £V2sinv, cosB— £V2cosv, cosy — ! V2; 
cosÀ——<+y2sinv, cosu—+y2cosv, cosy —— #12; 

cosy et cosy étant constants et de signes contraires, la dernière (11) 


montre que, dans les groupes (12) et (13) et, par suite, dans (17), il 
faut adopter les signes supérieurs. Enfin, d’après (2), 


do = dr = 4 V2 dv; 
de sorte que 
dx=—1Rsinudv, dy=+tRecosudy, dz— ;Rd, 


et il faut déterminer R au moyen de l’équation 


z 
ie eR pa eo) 
m du 


ou, R étant censé une fonction de la variable indépendante actuelle», 
R, est la valeur de cette fonction qui répond à la valeur suivante v, : 


vmutnrte=ut+h, 


de cette même variable indépendante. En appliquant à l’équation pré- 
cédente la méthode ordinaire des exponentielles, on aura 


R—=ZAer, 


les A, étant des constantes arbitraires, et le Z s'étendant aux racines 
en nombre infini de l’équation 


(p) ett — m(1+ 2p?) = 0. 


De ces diverses expressions on conclut 


I A ‘ 
ED) — e(cosu — p sinv), 
2 Li 1+Pp 


I 


r=iy LE e(sinv +pcosu) 
* ve 1 + p? P : 


ya 
3 = — — ef", 
2 Pp 
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les seconds membres étant augmentés, si l’on veut, de constantes ar- 
bitraires. 

On peut faire généralement une vérification, en calculant a, Move Bes 
au moyen de (6) d’une part, et en déduisant, d’autre part, ces mémes 
quantités des formules (10). Les formules (6) deviennent, dans le cas 
présent, 


dR . 
ve-= @ —Reosu + 7 sinv, roy —Rsinu— À cosy, al 


et, en y introduisant les expressions précédentes, on obtient 


te |: ene deere L : 
TS cep ee (COSu — p sinv), 


I 2 
ne D) Le A,e®’(sinu + p cos), 


2 I+ 
2 
— Zo = SD 2e A,e. 
a Pp 


D’un autre côté, les mêmes expressions de x, y, z donnent, par 
exemple, 


I A 
x,coSe + Vi Sine = — — eh 2 EN (cosy — psinu 
1 Ji 2 Ÿ I =e p? ( P i‘ 


et, en éliminant e au moyen de l’équation (0), le second membre se 
réduit a 


I 1+ 20? 4 
—m:y P A,e*(cosu —psinu), f 
2. 10? 

c’est-à-dire à mx,, ce qui est conforme aux conditions (10). 

Dans le cas très-particulier où R est supposé constant, l’équation aux 
différences mélées qui doit déterminer R exige, comme on l’a déjà dit, 
que m soit égal à l'unité. L’équation (p) admet alors une racine nulle, 
et l’on retrouve une hélice ordinaire en faisant p nulle dans les expres- 
sions ci-dessus de x et de y; quant à z, comme on peut ajouter une 
- constante arbitraire au second membre, on pourra poser, en passant à 
la limite, : 

A, 
Balti const. — 0. 


On obtiendra ainsi 
æ—=+#Reosv, y —{Rsinv, z=—;Rv, 


& 
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On peut remarquer généralement que, dans les équations qui four- 
nissent la solution pour le cas des hélices, la quantité À—e+7 reste 
arbitraire, mais toujours différente de zéro. Cependant, en la supposant 
infiniment petite, on obtient 


et ces deux racines fournissent une hélice qui répond encore aux con- 
ditions géométriques de la question. 

Le cas le plus simple, après celui de l’hélice ordinaire signalé il y a 
un instant, est celui où l’on prend, dans l'expression ci-dessus deR, 
une seule exponentielle. En se donnant à volonté une valeur réelle 
de p, on peut tirer m ou À de l’équation (p). Si l'on désigne par a et ¢ 
deux constantes réelles quelconques, et qu’on pose 


p= tange, 
on aura 


x = acosecos(u-+c)e’™™", y —acoscsin(v+c)e te, z—acotce ime, 


d’où 


tang@ = 2 =tang(u +e), r= V/z?+ 7? =acosce™e, 


et, par conséquent, 


G=vu+te. r= acosce(—) tase. 


la base du cylindre est donc une spirale logarithmique, et l’on obtient 
la courbe (a, Yo, Z) en faisant tourner l’hélice actuelle (xyz) de deux 
angles droits autour de l’axe des z, puis la dilatant suivant les z et les 
rayons vecteurs r dans le rapport de 1 + 2 tang?c à l'unité. 

Je ferai remarquer, à propos de cet exemple, que si l’on prenait, un 
peu plus généralement, l’hélice 


æ—acos0eN, y—asinäe#, z= bel, 


où a, b, k sont trois constantes quelconques, de sorte que la base du 

cylindre est toujours une spirale logarithmique, mais la courbe coupe 

“actuellement les génératrices sous un angle quelconque (et non plus de 
ace 8 ’ A 

45 degrés), on trouverait, pour l’arête de rebroussement de la surface 
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polaire, une courbe de méme nature, mais non plus semblable généra- 
lement à la proposée. 

On aurait encore un cas, relativement simple, en se donnant arbi- 
trairement deux valeurs de p et déterminant m et À au moyen des deux 
équations obtenues en substituant dans l’équation (p) les deux valeurs 
dont il s’agit. 

Il resterait à séparer, dans le cas général des hélices, les racines de 
l’équation (p), ce qu’on pourrait faire par les méthodes de Cauchy ou 
autrement; mais j’ai cru pouvoir me dispenser de ce calcul. 

Je me dispense également d'examiner particulièrement l'hypothèse, 
exclueen passant, où l’on admet que ¢ est égal à zéro. 

Enfin je ferai remarquer, en terminant ce paragraphe, qu’on pour- 
rait imaginer d’autres questions, non dépourvues d'intérêt, en faisant 
intervenir, au lieu de l’arête de rebroussement de la surface polaire, 
les développées gauches ou le lieu des centres de courbure; mais il 
m'a paru, d’après un aperçu rapide, que les difficultés d'intégration 
devenaient beaucoup plus grandes. 


§ VI. — Généralisation d’un problème d’ Euler. 


1. Le problème d’Euler dont il s’agit ici peut être énoncé, si l’on 
veut, de la manière suivante : « Trouver la courbe dans laquelle le 
carré de la normale en un point quelconque surpasse d’une quantité 
constante donnée l’ordonnée élevée par le pied de cette normale et ter- 
minée à la même courbe. » La question correspondante, pour le cas des 
trois dimensions, doit avoir pour objet naturellement de « déterminer 
la surface telle, que le carré de la normale, terminée au plan horizon- 
tal des xy, surpasse d’une quantité constante donnée l’ordonnée ver- 
ticale de la même surface menée par le pied de cette normale. » 

En désignant par f(x, y) l’ordonnée verticale de la surface, relative 
au point quelconque (x, y, f), par æ,, y, les coordonnées du point où 
cette normale rencontre le plan des wy, on voit tout de suite que les 
équations du probleme actuel sont 


d 
naw + ff, DEO Sain? 


Hé a 
(14 9 ipa) ft = b+ [ft 
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k étant une constante donnée; mais, en vue d’une certaine extension 
analytique, je prendrai le cas de la Géométrie à m + 1 dimensions, et 


a 


je considérerai, en conséquence, le systeme d’équations 


d 
naar fH, n=ys +f one a 5 Hp 


x 
df? df? de) ‘2 — 3 
(egestas Sh Lf (ants ay 


où la fonction inconnue f dépend des x variables indépendantes x, 
Ysoess Be . 

Conformément à ce qui a été dit au n° 4 du§ I, on peut regarder x, 
y,+.+, 5 comme des fonctions indéterminées de 7 nouvelles variables 
indépendantes ¢, 0,..., 7 et æ,, ¥,,-.., 3, comme les valeurs que pren- 
nent ces fonctions quand les nouvelles variables indépendantes s’ac- 
croissent simultanément de l’unité. La caractéristique A étant censée 
répondre à l’accroissement total d’une fonction, si l’on pose 


f°=u, 
le précédent système d'équations pourra être remplacé par le suivant : 


du du du 
(1) 2Aa= Te) idiot 2Az= 7s 


Au + k= (Ax) + (Ay)? +...+(Az). 


2. La relation identique 


du __ du dx | du dy du dz 
dt de de dy dt et Ge AP 


revient, en vertu de la première ligne (r), à 


du. _ dx dy dz 

(2) | tami aie iy + 2Ay 7 +...+2A3 dr? 
et l’on aurait pareillement 

, du __ dx _dy dz 

(2’) do 282 Gy Anas +... ads. 
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La comparaison des deux expressions de eas déduites de (2) 
et (2’), fournit 


Ss at de (dou dit ddl ae dt * 
dz dAz dz HAZ. à 
dead). a06 ato? 


n(n—1), ; : ‘ ; 
et les ——, équations comprises dans ce type expriment certaines 


conditions d’intégrabilité qui seront utiles tout à ’heure pour un cas 
particulier, mais dont la considération peut aussi étre évitée, comme 
on le verra plus loin. 


La différentiation de la dernière équation (1) donne 


du dAx dAy dAZ. 
PM a AE a AS"; 


mais, en différentiant par A l’équation (2), on a 


du dAx dx dAx 
de ND gp AAX +2 Az tee 


A 
en sous-entendant les termes analogues en y,..., z. Si l’on observe que 


dx, dx dAx 
yaa, 


SET RT 
© , t =) du ° 
la comparaison des deux précédentes expressions de A =~ fournit la 


première du groupe suivant, les autres équations de ce groupe prove- 
nant d'un calcul analogue, 


ou GV KAy ae 

dx dy, dz, 

NAT ee ee ...+ = AAz=0o, 
4 Vp ane 7, Noy ae 0 

phen hy oh Aho 

| dt É dr y F4 dt cree PO 
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Comme le déterminant fonctionnel 


- 


dx, dy, |. ds 
ae Ode: dt 
dx, dy, _, de 
do dû dé 
dx, dy, dz, 


dd ad 


ne peut être identiquement nul, sans quoi les variables x,, y,,..., % 
et, par suite, aussi æ, y,..., z ne seraient pas indépendantes, les équa- 
tions (4), en y regardant AAw, AAy,..., AAz comme des inconnues, 
exigent qu’on ait 


(5) Afr=6, AAg ss ds: Ads 0: 


3. Avant de continuer la solution dans sa généralité, j’examinerai 
un cas particulier, qui se présente assez naturellement, et qui répond 


à la supposition spéciale, savoir que æ ne dépend que de #, y que de 


is 5 à nin—1), 
9,..., 3 que de +. Cette supposition rend identiques les ———— équa- 


tions (3). De plus, les équations (5) fournissent tout de suite 
(6) B= at ea’, VUE es 6 = Cocke , 


a et a’ étant des fonctions arbitraires et périodiques de #, dont elles dé- 
pendent uniquement; b et b’ des fonctions arbitraires et périodiques 
de 9, dont elles dépendent uniquement, etc. En observant que, dans le 
cas présent, ona 


du du team dx.” dat da’ 
Gh des dio Nadir à (+ % 

(7) { du __ du dy _ A Mass db9 db’ 
| d0 dy dû cs mn > do} 


on en conclut que wu est de la forme 


p(t) +(6)+...+x(7), 
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et que, par suite, 
Au A9 + Ab +...+ Ay. 


La dernière équation (1) devient donc 
A9 + Ad +... + Ay += at b+... +07; 


et, par conséquent, en désignant par «, f,..., y des constantes arbi- 
traires, assujetties toutefois à la condition 


a+B+...+y=hk, 


la comparaison des termes de méme nature, dans les deux membres de 
_la précédente équation, exige que 
Ag=a—a, Ab=b—6,.:.) Ay=e?— y: 


Chacune de ces équations s’intègre tout de suite, isolément; et, si 
l’on désigne par a”, b’,..., c” des fonctions arbitraires et périodiques 
de 4, 9,..., t, respectivement, on a finalement 


(8) u—=(a—a)t+a"+(b—B)0+b"+...+(e—y)r +e. 


La substitution de cette expression dans les équations (7) fournit, 
entre les fonctions arbitraires, les relations suivantes : 


DA D 
dt dt i 
de ude 
(9) b 7b 20 5 — + BO, 
2 de! de”. = 0 
Doha dara MTS 


d’où l’on peut déduire, si l’on veut, sous forme finie, les fonctions a, 
b,..., c, en prenant arbitrairement les 27 fonctions périodiques d’une 
seule variable respectivement : a’, a”; b’, b”,...; c', c”. 

On peut remarquer que l’élimination des paramètres £, 0,...,7 entre 
les équations (6) et (8) ne donne pas pour w une fonction de la seule 
quantité (æ?+y? +...+ 2°) et qu’ainsi, dans le cas des trois dimen- 
sions, la surface ne résulte pas de la rotation autour de l’axe des f de 
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l’une des courbes planes répondant au problème d’Euler. Si u était ef- 


fectivement une fonction de (x? + y?+... +2?) seulement, æ, y,-.-, & 


: ‘ : , du du du ris s 
devraient être proportionnels à +=» apte hr Sons d’après (1), à Aw, 


Ay,..., Az: on devrait donc avoir, en ayant égard à (6), 


résultat inadmissible, car, A étant une constante, il en résulterait 


Ap ey aah taps say ps ae DR 
a b Cc 


: db! c' . def 
et les fonctions —> 7-»--; — ne seraient pas périodiques. 

Lorsqu'il n’y a qu’une seule variable indépendante x, la solution ci- 
dessus se confond avec celle de Poisson, laquelle n’est ni moins com- 
plète ni moins uniforme que celle de M. Ellis, rapportée par 
M. Boole (‘). Si, en effet, au lieu de tirer a de la première équa- 
tion (9), la seule qui subsiste actuellement, on tire a” de cette même 
équation, la solution est représentée par les formules 


red +, 


u=2 a(e+ + oe Lt 
ri dt a) t 


qui ne different que par la notation de celles de M. Ellis. De plus, il 
n’est pas tenu compte, dans la solution rapportée par M. Boole, de la re- 
marque que fait Poisson à la page 146 (3°) de son Mémoire. Conformé- 
ment à cetteremarque, il faudrait examiner si la quantité que M. Boole 
désigne par w,,, ou y (x) ne peut pas être constante. Cette hypothèse 
donnerait le cercle comme dans la solution de Poisson. Cette courbe 


(') Dans l'excellent Ouvrage sur les différences finies de ce dernier auteur, on trouve, à 
la page 238, le passage suivant : « The following once famous problem ingaged in succession 
the attention of Euler, Biot and Poisson. But the subjoined solution, which alone is ca- 
racterised by unity and completeness, is due to the late M. Ellis ». (Cambridge Journal 
vol. Ill, p. 131). j | 
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particulière est d’ailleurs fournie à M. Ellis par un certain facteur qui 
se trouve, dès le début, égalé à zéro. Mais à ce point de vue, bien par- 
ticulier il est vrai, la solution de M. Ellis, telle qu’elle est rapportée 
par M. Boole, serait moins complète que celle de Poisson. 


4. J'ai supposé jusqu'ici que la caractéristique A correspondait à 
l’accroissement simultané un de toutes les variables indépendantes. 
Mais, d’après ce qui a été dit au §1, on peut supposer, sans nuire à la 
généralité de la question, que cette caractéristique correspond à l’ac- 
croissement un de l’unique variable #, les autres variables 6,..., t ne 
changeant pas. En se plaçant; désormais à ce point de vue, les équa- 
tiôns (5) auront pour intégrales 


(10) ae Ca wy OP Uy. 8, = Cl + cs 


a, a, b, U’,...,c, c’ étant des fonctions tout à fait arbitraires de 2, 

0,...,7, mais périodiques relativement à la première de ces variables. 

Par la substitution dans les équations (3), on obtient les deux groupes 
da da dx da dd 


D or ddr ea 


sde s 8 je din tive) ele © se ete. e «seal nie ae le s)0 


da GRANT GT da 


dt dt dt dt dr eae? 
da da’ _ da da’ bi 
dd dr dr dû HS 


teste eee to ses ee: 


où il faudrait écrire les termes analogues en J, U,...; c, c’. Le pre- 
mier groupe est formé de (7 — 1) équations où figurent les dérivées par- 


tielles relatives à #, et le second groupe contient les En 2) 


équations où ne figurent pas de dérivées relatives à cette même va- 
riable. 

Ici s'offre encore naturellement une manière toute particulière de 
satisfaire à ces conditions d’intégrabilité : elle consiste à supposer que 
a’ est une fonction arbitraire de a; 0’ une fonction arbitraire de 0;.... 
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Bien que ce cas puisse être censé compris dans la solution générale, 
donnée un peu plus loin, il m’a paru convenable de le traiter directe- 
ment, à cause de sa simplicité relative. D’après l'hypothèse multiple 
qui vient d’être faite, les équations du second groupe deviennent iden- 
tiques; et quant à celles du premier, elles se réduisent à 


da ab NL à 
mt: dû , dû — 7 
da ab | ” de ” 
ae dr . TR. , 


de sorte que, en posant 


@C+b+...+-0°= hh, 


k? ne peut être qu’une fonction périodique de #, indépendante de 
6,..., t Pour simplifier je supposerai A tout à fait constant, c'est-à- 
* dire indépendant aussi de ¢. La dernière équation (1) devient d’ail- 
leurs, dans la même hypothèse, 


Au—=h— k; 
d’où 
u—=(h— k)E+v, 
étant une fonction arbitraire de @,..., t, contenant £ sous forme pério- 


dique. On aura ensuite, d’après (2) et (2’), 


dy _ da! db’ de’ 
Apr ttt a ab +26 
dy __ x da! y oo , 
do Ro POP UE ct ab 


et, par conséquent, 


(+4 fade +a foai +. Pode 
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Comme ¢ doit être périodique par rapport à £, il faut prendre nécessal- 
rement h? = — k, 


5. Je reviens au cas général. En posant, pour abréger, 
G+ F+...4+ cP, 


et, substituant les valeurs (10) dans (2) et (2’), on obtient 


du hi rdr da! db! de 
qt +at + (a = +05 +... rep) 
du rar Sige alt _ » db dc’ 
dé — do ges ag +055) 
On a aussi 
Au= r?—#k; 
d’où 
(11) u={r—k)t+v, 


9 étant une fonction arbitraire de toutes les variables indépendantes, 


mais périodique relativement à ¢. De là résulte, en ayant égard aux 


récédentes expressions de = ae duis: 
précéder P ae 


(12) dy =(r+#k) dt +2ada + 2bdb+...+2cdc". 
Soit pris arbitrairement 
(13) Pal, Oy «gets 


F étant une fonction donnée quelconque de £, 0,..., t, contenant tou- 
tefois sous forme périodique seulement la première de ces variables. 
Soient, en méme temps, 


reece aaa nent nt Qe tes Hees eu je ; 


w,..., x étant des fonctions arbitraires indépendantes, de la même 
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nature que F. On tirera de ces dernières équations 
(15) 


et, en substituant ces valeurs dans F, cette dernière quantité deviendra 
une fonction de a’, b',..., c’ que je désignerai par w. L’équation (12) 
donnera donc 

(16) dw = (r? + k) dw + 2(ada + bdb’+...+ cdc’), 


d’où, à cause de l’indépendance des variables a’, b’,..., c’, résulte 


é ds dw 
(r +h), +2a— 7; =0, 
, ds dw 
(17) (r +h) og +26 A re 
da dw 
(P+ hk) a MAC 


On tirera de ces équations les valeurs de a, b,...,cen a’, b’,..., c'; 
après quoi on pourra remettre pour a’, b’,..., c’ les seconds membres 
des équations (14). 

Il est presque superflu de faire observer que les expressions de a, 
b,..., c ainsi trouvées seront périodiques relativement à ¢, et que, de 
plus, la solution définitive n’exige, en réalité, aucune intégration. 

Les équations (17), écrites comme il suit : 


dw 5 da 

A4 aa + lag 

dw 4 do 

(171) dr DU: 
oth dw = ‘ ds 

tL ag G + hap 


étant élevées au carré et ensuite ajoutées, donnent 


(18) P(r? +k) — 2eQ(r?+k)+R=o0, 
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ou, pour abréger, 


* dx’ dx? dw? 

P — or 
Fer ere fect 
ds dw da dw 

O — — ——— SE 

ner M Dr ee 
dw? dw? dw? 

R= DAME hee “EME 4k. 


En résolvant l’unique équation du second degré (18), pour en tirer 
r’+-k, on obtiendra donc immédiatement, par (17’), les expressions 
finies de a, b,...,c. 

Maintenant il est clair que, dans l’application, il n’est pas néces- 
saire, quand on a posé les équations (14), d’en déduire les équations 
inverses (15). On peut, en effet, par les formules ordinaires, pour le 
changement des variables indépendantes, ne faire figurer directement 
dE dF dF dv 
dt’ 7 eee dt? di’ 
os mais il me parait assez inutile d’ef- 


dans les équations (17’) et (18) que les dérivées 


—— ——9%006 


fectuer cette transformation générale, qui n’offre aucune espèce de dif- 
ficulté théorique nouvelle. 

Il faut remarquer que la solution précédente, qui peut être regardée 
comme générale, laisse échapper certains cas particuliers. Elle sup- 
pose implicitement, en effet, que les fonctions a’, b’,...,c’ sont indépen- 
dantes entre elles. Si l’on faisait une hypothèse contraire, il faudrait 
revenir à la différentielle (12). Comme des 2n fonctions a, a’; b, b',.…..; 
c,c', n —1 doivent être indépendantes, afin que, d’après (10), a, 
y,..., 5 le soient également, il faudrait partager ces fonctions en deux 
groupes, en spécifiant quelles sont celles qu’on suppose indépendantes, 
et considérer toutes les autres comme des fonctions de celles-la, et de z 
si l’on veut. Alors on déduirait de (12) nr relations que je ne dévelop- 
perai pas davantage, pour ne pas trop insister sur le problème actuel. 
On trouve un exemple particulier de ce qui vient d’être dit dans le cas 
spécial développé au n° 4, où un nombre quelconque des quantités a 
b’,..., c’ peuvent être supposées constantes; mais les n équations dont 
je viens de parler exigent, suivant le choix des variables indépendantes 
adoptées, des développements ultérieurs plus ou moins complexes. 
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Au reste, on peut observer généralement que si, après avoir posé 
les équations (13) et (14), on conserve pour variables indépendantes 
les quantités ¢, 6,..., t, l'équation (12) fournira immédiatement 


dy dy dF _ 
Ph ee ae aay nn 
dy dy dE 
RAP ter do , 
dy dy od © 
eter Mma ge + te de 


On voit sur-le-champ qu’on peut déduire a, b,..., c de ces équa- 
tions moyennant la résolution d’une équation du second degré et d’au- 
tres du premier. La formation de cette équation est moins simple que 
lorsqu'on prenait a’, b’,..., c’ pour les variables indépendantes; mais 
on a ici l'avantage que les quantités que l’on a en vue de déterminer 
se trouvent tout de suite exprimées au moyen des variables indépen- 
dantes les plus naturelles, ¢, 0,..., 7. 

Par exemple si, prenant le cas des surfaces, on pose 


¥— 6, a’=Osinazni, b'—06cos2ré, 
l'équation (12) fournira 
asin2rt+bcos2rt = 0, 


rede ie 


— acos2r t + bsinar t= —— 
470 ? 


en faisant la somme des carrés, on aura une équation d’où l’on dé- 
duira 
r+ i 


4x0 


et l’on conclura ensuite a et b des deux équations précédentes. 


=and+y(4w—1)8—F, 


SUR LES 


MODIFICATIONS QU'ÉPROUVE LA LUMIÈRE 


PAR SUITE 


DU MOUVEMENT DE LA SOURCE LUMINBUSE ET DU MOUVEMENT DE L'OBSERVATEUR 


(DEUXIÈME PARTIE); 


Par M. MASCART, 


PROFESSEUR AU COLLÉGE DE FRANCE. 


IX. — Réfraction dans un prisme. 


Dans un travail précédent ('), j'ai étudié par la théorie et par l’ex- 
périence les phénomènes de réflexion et ceux de diffraction, au point 
de vue de l’influence que peuvent exercer le déplacement de la source 
lumineuse et le mouvement de l’observateur; il me reste maintenant à 
passer en revue les expériences dans lesquelles la lumière traverse un 
milieu réfringent. J’examinerai d’abord la réfraction ordinaire. 


Influence du déplacement de la source. — Le problème ne présente 
pas de difficultés si la source de lumière est seule mobile, le prisme 
réfringent étant fixe avec l'observateur. Dans ce cas, les ondes inci- 
dentes sont modifiées par le déplacement de la source (?) et l’on peut 
aisément calculer le changement qu’éprouve la réfraction : j’indiquerai 
quelques exemples du calcul, parce que j'aurai à en faire usage plus 
tard. 

Supposons qu’une source qui émettrait, à l’état de repos, une lu- 
mière homogène de longueur d’onde À marche vers un prisme réfrin- 


') Annales scientifiques de l'Ecole Normale supérieure, 2° série, t. 1, p. 157. 
) 


( 
(2), Loe, Gils 5 p.72. 
46. 
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gent avec la vitesse de la Terre, la longueur d’onde des rayons qui par- 
viendront au prisme sera, en désignant par a laberration, 


VE | (1 —a). 


Si, dans une autre expérience, la source s’éloigne du prisme, la lon- 


gueur d’onde deviendra 
W=1+a), 
ce qui donne 


Le changement de longueur d’onde dans les deux expériences est 
done de 4. Comme leslongueurs d’onde des deux raies du groupe D 
appartenant au sodium different d’environ 7,55, il en résulte que, si la 
lumière que l’on observe a une réfrangibilité voisine de celle de la 
lumière jaune de la soude, on pourra, en faisant les deux expériences 
indiquées, constater un déplacement égal au + de la distance des deux 
raies D. 

Il serait plus avantageux d’observer une autre région du spectre où 
la réfrangibilité varie plus vite avec la longueur d’onde. Ainsi les trois 


raies du groupe b qui appartiennent au magnésium ont pour longueurs 
d'onde 


b, =0,5183, 
b, =0,5172, 
b, = 0, 5169. 


La différence des longueurs d’onde des deux dernières, qui sont les 


plus voisines, est d'environ +45 de l’une d’elles, de sorte que dans 
cette région du spectre le déplacement dont nous parlons serait environ 
le + de la distance des deux raies D, et b,. On sait que dans les spectres 
de réfraction ces raies se montrent beaucoup plus écartées que celles 
du groupe D. On gagnerait encore à observer plus loin, vers la raie F 
ou dans le violet; je vais d’ailleurs fixer les idées par un calcul très- 
simple. 

Désignons par x, n’, n” les indices de réfraction qui correspondent 
aux longueurs d'onde a, 2’, X’. La loi de dispersion qui lie ces quan- 
tités ne se présente pas sous une forme simple, mais, quand il s’agit de 
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rayons aussi voisins, on peut se borner aux deux premiers termes de la 
formule de Cauchy 


nS Aes = flà) 


Comme les longueurs d’onde \ et 2” different très-peu de A, on peut 
calculer 7’ et n” par les formules suivantes : 


n’ =f(k— ad) = f(A) —ad f(a), 


ee, oh 


B 
i =) (= ONG 


À? 
On en déduit 


nn = has =ha(n—A). 


Si le milieu considéré a la méme dispersion que le spath d’Islande 
‘pour les rayons ordinaires, on pourra prendre 


AL ol 
L'indice de réfraction relatif à la raie D étant 


n= 1,6585, 
il en résulte 
n' — n” = 0,0000077. 


Pour la raie F, au contraire, ona 
n == 1,6679, 


ce qui donnerait 
n’ — n” = 0,0000115. 


Le changement d'indice de réfraction est donc presque doublé. 

Calculons maintenant le changement qu’éprouve la déviation elle- 
même dans un cas simple. 

Considérons, par exemple, un prisme réfringent CDE (Jig. 11) tel 
que la lumière tombe normalement sur la face d'entrée CD et n’éprouve 
de réfraction qu’à la sortie. Soit r l’angle du rayon incident avec la 
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normale à la face de sortie (c’est l'angle du prisme), l'angle de rayon 
émergent IR avec la même normale, ona 


sini =n sinr. 
Si l'indice de réfraction varie peu, l’angle r étant constant, on aura 
cosi di = sinrdn, 
ou bien, en appelant z’ et 2” les angles relatifs aux indices 7’ et n’, 


(7 — i”) cost =(n’ — n”) sinr, 
sinr n'—n" : 
——, = ————- tangl. 


i — i”) =(n' — n" : 
( ) ey n 


Pour le rayon ordinaire du spath d’Islande et la raie D on trouve 


= = environ; 


done 
i — i” 1" tangi. 


Si l’angle z est égal à 85 degrés, c’est-à-dire si le rayon émergent fait 
avec la surface un angle de 5 degrés, on trouve 


U A t= 11,5. 


Avec un prisme de flint on pourrait avoir un angle d’environ 10 se- 
condes pour la même inclinaison, et 2”,5 seulement pour un rayon qui 
ferait avec la surface un angle de 20 degrés. 

On voit qu’il y a tout avantage à se rapprocher de la surface; mais il 
faut alors faire attention à une autre circonstance qui peut diminuer 
le bénéfice de cette disposition : c’est le rétrécissement du faisceau 
émergent. Les observations seront d’autant plus précises que le pou- 
voir optique de la lunette d'observation sera plus considérable, ou 
bien (si toute la lumière qui sort du prisme tombe sur l'objectif) que 
la largeur du faisceau sera plus grande; le pouvoir optique utilisé est 
précisément proportionnel à cette largeur du faisceau émergent. 

Soit donc d la largeur du faisceau incident, d’ celle du faisceau ré- 
fracté, on a 

Cost 


d'=llivcos: = d—. 
cosr 
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La meilleure condition sera donc celle pour laquelle la déviation 
i’ ; i? 


— 4” sera la plus grande possible, par rapport à l'angle minimum 


Fig. 11. 


que la lunette puisse distinguer; cet angle minimum est en raison in- 
: : wet ; d 
verse du pouvoir optique, c’est-à-dire proportionnel au rapport Ce 


La condition la plus avantageuse correspond done au cas où le rapport 


A A 
1 à 


7 est maximum, c’est-à-dire celui où le produit (&’— x") d'est 
se | 
maximum. Or on a 


; ; nn ; COSTM RER TS UNIT 
(ét —r)d' = — tangi X d = d ’ 
n cosr n cosr 
ou bien 
Fan ai lime PE : - 


n I I 
sin?7 7? 


Pour que cette expression soit un maximum, il faut que sinz soit 
maximum, c’est-à-dire que z soit aussi voisin que possible de go de- 
grés. 

Ainsi, malgré la diminution de pouvoir optique qui provient du ré- 
trécissement du faisceau réfracté, le maximum de sensibilité aura 
encore lieu quand on observera le plus près possible de la surface. 

Toutefois on ne tardera pas à être arrêté dans cette voie pour d’au- 
tres motifs, d’abord à cause de l’affaiblissement progressif de la lu- 
mière, et surtout à cause de l’exagération des défauts de la surface de 
sortie. 
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En effet, l'emploi d’un seul prisme, disposé comme je l'ai indiqué, 
permet d’obtenir une dispersion considérable avec une seule surface 
réfringente. On n’a donc à soigner que le travail de cette seule surface 
et tout serait à l’avantage de l’expérience (simplicité de l’appareil, pu- 
reté des images, etc.) si l’on pouvait obtenir un prisme parfaite- 
ment homogène terminé par une surface parfaitement plane. Malheu- 
reusement les défauts de la surface ont une influence exagérée sur les 
rayons qui sont voisins d’être rasants; c’est là une grave difficulté, 
qu’il faut tacher de tourner par le soin apporté au travail et par cer- 
tains procédés d’expérimentation, comme on le verra plus loin. 

Remarquons encore qu’il est impossible de se placer exactement 
dans le cas d’un prisme immobile comme nous l’avons supposé, parce 
que dans toutes les observations le prisme et l'observateur seront né- 
cessairement entraînés par le mouvement de la Terre. Néanmoins notre 
calcul trouvera son application. 


Influence du déplacement du prisme. — Si la réfraction de la lumière 
s'effectue dans un milieu mobile, comme nous allons le supposer 
maintenant, il est nécessaire de s'appuyer sur un principe nouveau 
pour évaluer l'influence qu’exerce le transport du milieu pondérable 
transparent sur la propagation des ondes lumineuses. 

La question a été posée par Arago (‘). En s’appuyant sur la théorie 
de l’émission, il avait calculé que les rayons émanés de deux étoiles 
fixes, situées aux deux extrémités de la droite suivant laquelle marche 
la Terre en vertu de son mouvement de translation, doivent éprouver 
dans un prisme des réfractions inégales; ce calcul conduirait à un dé- 
placement de plusieurs secondes (près de 60) qu’on aurait pu-obser- 
ver avec des appareils médiocrement précis. Arago l'a essayé sans 
succès en se servant d’un prisme achromatisé; malheureusement il n’a 
laissé aucun renseignement expérimental sur la manière dont l’obser- 
vation a été faite, et il paraît difficile d'apprécier si cette observation 
pouvait être concluante. 

Les expériences d’Arago sur la lumière des étoiles fut pour Fresnel 


(') Comptes rendus de Vv Académie des Sciences, t. NW, p. 326 (1839). Je ne connaissais 
pas cette Note d’Arago quand j’ai publié la première partie de ce travail (voir p. 158.) 
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l’occasion d’un de ses Mémoires les plus remarquables. Pour expliquer 
lerésultat d’Arago dans la théorie des ondulations, Fresnel admet qu’un 
milieu pondérable en mouvement entraine avec lui, non pas la totalité 
de l’éther qu'il renferme, mais seulement l'excès de cet éther sur 
celui qui existerait dans le même espace en l'absence de la matière 
pondérable. Fresnel avait été conduit, en effet, à admettre, pour ex- 
pliquer la réflexion et la réfraction, que la densité de l’éther est moins 
grande dans le vide que dans les milieux réfringents. De cette hypo- 
thèse du transport partiel de l’éther il déduit, par suite de raisonne- 
ments que j’ai déjà rappelés ('), que la vitesse de propagation U’ de la 
lumière dans un milieu pondérable en mouvement est exprimée par la 
formule suivante : 


(1) WaU+u (1-5), 


dans laquelle U est la vitesse de propagation de la lumière considérée 
dans le méme milieu en repos, u la composante de la vitesse du milieu 
parallèle à la propagation et 2 l’indice de réfraction. 

Sans discuter les raisonnements de Fresnel, nous pouvons d’abord 
admettre la formule finale (1) et voir comment on en déduira la réfrac- 
tion apparente qu’éprouve, dans un prisme mobile avec la Terre, la 
lumière qui provient d’une étoile fixe. Nous considérerons avec Fres- 
nel quelques cas particuliers pour en déduire ensuite la solution gé- 
nérale. 

1° La Terre se meut perpendiculairement au plan d’incidence. Sup- 
posons que la lumière passe d’un milieu réfringent dans le vide. 

Soient AB (fig. 12) la surface de séparation, SA et S’B deux rayons 
qui parviennent à la surface au bout d’intervalles du temps différant 
d’une unité. On sait que, pour obtenir le rayon réfracté, il suffit de 
mener par le point B un plan tangent à la sphère décrite du point A 
comme centre avec un rayon égal à V, la vitesse de la lumière dans le 
vide, et de joindre le point A au point de contact : on obtient ainsi le 


rayon réfracté AM’. 
Soient A” A’ la direction du transport du milieu et A” A = wu sa vi- 


(') Loc. cit., p. 160. 
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tesse. Pendant que la vibration se propage de A en M’, le point A est 
venu en A’ de sorte que la direction apparente du rayon réfracté est 
A'M'; ce rayon fait avec la normale l’angle v’ = M’A’N’ pendant que le 
rayon réfracté absolu fait l’angle «= M’AN. 


Fig. 12. 


Dansle triangle M'A A’ la droite AA’ est une quantité infiniment petite 
de l’ordre de l’aberration par rapport à M'A; l’oblique M'A ne difière 
donc de la perpendiculaire M'A que d’un infiniment petit du second 
ordre, et par conséquent l'angle z’, que fait cette droite avec la normale 
à la surface, ne diffère lui-même de l’angle z que d’un infiniment petit 
du second ordre. 

De même, pendant que la vibration parcourt dans le milieu l’espace 
MA =U parallèlement aux rayons incidents, cette vibration est en- 
traînée par le milieu lui-même. Le point dont la vibration est par- 
venue en À n’est pas le point M, mais un autre point M, situé sur une 
perpendiculaire MM, à MA. L’entrainement de la vibration n’étant pas 
égal à celui du milieu, le point physique du milieu, qui était tout à 
l'heure en M,, est venu quelque part en M,, de sorte que la direction 
apparente du rayon incident est M, A. Sans qu’il soit nécessaire de 
calculer la distance MM, il suffit de remarquer qu’elle est de l’ordre 
de l’aberration et que, par suite, les deux angles r’ et r ne peu- 
vent différer que de l’ordre du carré de l’aberration. Entre les deux 
angles & et r on a la relation sint = n sinr, et cette même relation exis- 
tera encore entre les angles 2’ etr’ si l’on néglige le carré de l’aber- 
ration. 

2° La Terre se meut parallèlement aux rayons incidents. 

Soient SA et S’B’ ( fig. 13) deux rayons qui parviennent à la sur- 
face à des intervalles de temps distants d’une unité. Pendant ce même 
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temps le point A de la surface est venu en A’ à la distance AA’ == u; le 
rayon réfracté absolu est AM’ et le rayon apparent est A’M’: ils font 


Fig. 13. 


wy |------~-—------ 


avec la normale des angles z et 2’. Le rayon incident apparent se con- 
fond avec le rayon absolu. 
Le triangle M’ A A’ donne 


KA? nr. sin (att) 11 
AM SAY © inter). 
d’où 
sin(”—:)—asin(i —r). 
Cette équation montre que les angles z et z’ diffèrent de l’ordre de 
l’aberration. On en déduit, en négligeant le carré de a?, : 


(3) sint = sin?’ — asin(i —r) cos’. 


Pour trouver une autre relation entre les angles 7, r et z’, il faut éva- 
luer l’espace PB’ parcouru par la lumière dans le milieu pendant l’unité 
de temps. En adoptant la formule de Fresnel, on aura 


PB=U+u(i- 5) PB = PB — u — U — “. 
nN n 


Les triangles AM'C, ABP, BCB’ donnent 


Vv 
(4) ani AB = BC, 


i ee eee saz (U— “); 
sinr sinr 
BE=u ees(t — 7). 
Sin 7 
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L’équation (4) devient alors 
Vo u  ucos(i—r) 
sin sinr n'sinr sini 


‘ V oe ; ‘ 
Remplaçons maintenant U par => et divisons par V pour introduire 


5 Uu 
aberration a= 7 et nous obtenons 


RL 6 
n sinr[i—acos(i—r)]=sini— sine. 


Comme sini ne diffère de n sinr que d’une quantité de l’ordre de 
l’aberration, on peut modifier le dernier terme et écrire 


nsinr[1—acos(i— r)] — sin: — asinr. 


Remplaçons maintenant sinz par sa valeur tirée de l'équation (3), il 
viendra 
nsinr{1—acos(i—r) |= sini’—a[sinr + sin(i’ — r) cos] 
= sin — a sinv’ cos(i' — r) 


= sini’ [t—acos(i’— r)]. 


En supprimant Je facteur commun, et négligeant les termes de 


l’ordre de a’, il reste 
sin? — nsinr. 


Il y a donc entre les angles apparents v’ et r la même relation que si 
le prisme était immobile. 

3° La Terre se meut parallèlement au plan d’incidence et perpendi- 
culairement aux rayons incidents. 

Les deux rayons SA et S'B' ( fig. 14) parviennent encore à la sur- 
face à des époques distantes d’une unité, pendant que le milieu par- 
court l’espace AA’. Le rayon réfracté absolu est AM, le rayon appa- 
rent A’M. 

Le triangle AA’M donne 
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On en déduit 
sin(z—7')==a-e0s(r' — 1), 


(5) sini = sini’ + acos(i’— r)cosi'. 


Les triangles AMC, A’B’P, BCB’ donnent encore 


V 
(6) —— = AB + BC, 
sin? 
Nesipr UT 
sinz sinr 
BC — y SB ae r) 
Sin z 
Fig. 14 
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On en déduit, en substituant ces dernières valeurs dans l’équation (6) 


et faisant les réductions, 


(6) nsinr == sini [1+ asin(i—r)]. 


Pour déterminer la direction apparente des rayons incidents, on re- 
marquera que, pendant que la vibration parcourt l'espace PB, le 
point P de l’éther se déplace lui-même, de sorte que le point dont la 
vibration est parvenue en B’ est un point P’situé à une distance PP’ 
égale à l’entrainement que subit la vibration pendant l’unité de temps. 


On a donc 


Pendant ce temps, le point P’ du milieu s’est fui-même transporté 
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en P” à une distance égale à w, et l’on a 


pp’ =u— PP’ P= as 
NM 


La direction apparente du rayon incident est P’B’; elle fait avec la 
normale l’angle 7’ qu’il est aisé de calculer. On aura 


u ! + / 
PE =Utang(r—r')= “+ tang(r— r'); 


ou bien 


: : a 
(7) sinr—=sinr — 7 Cor. 


Les équations (5) et (6) donnent 
nsinr= sini’ + acosr, 


ou bien 
as ; a 
sint =n FT nel . 


En comparant cette équation avec l'équation (7), il vient 
sin? — nsinr’. 


Il y a donc entre les angles apparents d'incidence et de réfraction la 
même relation que si le prisme était immobile. 

4° Enfin, si le mouvement du prisme est quelconque, on le rempla- 
cera par trois composantes rectangulaires dirigées comme celles que 
nous avons considérées : chacune des composantes est sans influence ; 
il en sera de même pour le mouvement résultant. 

On conclut de là que : 

« La réfraction apparente que subit, dans un prisme mobile avec la 
Terre, la lumière émise par une source fixe est identique à celle que 
l’on observerait si le prisme et l’observateur étaient immobiles. » 

Cet énoncé est la traduction de l'expérience d’Arago. 

J'ai reproduit tous les calculs relatifs à l’expérience d’Arago, parce 
que la formule de Fresnel, qui fournit le point de départ de ces cal- 
culs, va être l’objet de toute la discussion dans ce nouveau Mémoire 
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Il semble en effet résulter de ce qui précède que la réfraction ne 
peut être d’aucun secours pour la question qui nous occupe, la réfrac- 
tion apparente étant toujours égale à la réfraction qui aurait lieu dans 
le cas où le prisme et l’observateur seraient en repos. Le mouvement 
de la Terre, en particulier, n’aurait aucune influence sur la réfraction 
de la lumière dans un prisme, et c’est précisément le contraire qui est 
vrai. Si l'expérience d’Arago, interprétée comme elle me paraît l'avoir 
toujours été, était exacte, ce serait une bonne fortune; il suffit, pour 
s’en convaincre, d'examiner les conséquences qu’elle entrainerait. 

Si le mouvement du prisme et de l’observateur n’a aucune influence 
sur la réfraction de la lumière qui leur provient d’une source fixe, il 
en résulte que le prisme sera capable de mettre en évidence le mouve- 
ment absolu d’une source de lumière. La longueur d’ondulation étant 
modifiée par le mouvement de la source et la réfraction (absolue dans 
un prisme fixe, ou apparente dans un prisme mobile) ne dépendant 
que de la longueur d’onde, il est clair en effet que la déviation aug- 
mentera ou diminuera quand la longueur d’onde sera elle-méme modi- 
fiée, et cela d’une quantité précisément correspondante à la variation 
de longueur d’onde. 

Ainsi il suffirait d'observer la lumière émise par une source ter- 
restre et de la faire cheminer soit dans le sens, soit en sens contraire 
du mouvement de translation de la Terre pour obtenir un changement 
de déviation double de celui qui serait dû au mouvement de la source; 
et, même dans ce cas, les changements de réfraction seraient dus, non 
pas seulement au mouvement de la Terre autour du Soleil, mais à son 
mouvement absolu dans l’espace, ce qui pourrait conduire aux résultats 
les plus inattendus. De même, en examinant à différentes époques de 
l’année la lumière qui nous vient du Soleil, on pourrait savoir si le 
mouvement du système solaire tout entier a une composante sensible 
parallèle au plan de l’écliptique, ete. De même encore, la réfraction de 
la lumière des étoiles nous permettrait de déterminer la composante 
du mouvement absolu de ces astres parallèlement à la direction des 
rayons qu'ils nous envoient. | 

Sans nous égarer à suivre de pareilles conséquences, examinons Pex- 
périence d’Arago en elle-même et cherchons si l'on peut la soumettre à 
un contrôle expérimental. La solution est très-simple. 
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Considérons deux sources de lumière identiques, l’une sur la Terre, 
une flamme d’alcool salé par exemple, et l’autre sur une étoile fixe, du 
sodium en vapeurs incandescentes. Les ondes lumineuses qui provien- 
nent de l'étoile ne sont modifiées par aucune cause; celles qui pro- 
viennent de la source terrestre sont dilatées ou resserrées suivant le 
sens dans lequel on examine la propagation. Ces deux systèmes d'ondes, 
en tombant sur un prisme réfringent mobile avec la Terre, n’y peuvent 
pas subir la même réfraction. Si l'expérience d’Arago est exacte, si les 
rayons émis par l'étoile n’éprouvent aucun changement de réfraction, 
il est impossible que ceux qui proviennent de la source terrestre n’en 
éprouvent pas; si, au contraire, il est bien démontré que la réfraction 
apparente des rayons émis par une source terrestre ne subit aucune 
altération dans quelque direction qu’ils se propagent, il en résultera, 
comme conséquence nécessaire, que l'observation d’Arago ne peut être 


exacte. 
C’est ainsi que je me suis posé la question; j’ai cherché par différents 


moyens si l’on pouvait mettre en évidence le mouvement de la Terre 
par l’observation des sources de lumière terrestres. 


X. — Expériences sur la réfraction. 


Pour voir si le mouvement de la Terre a une influence sur la réfrac- 
tion des rayons émis par une source terrestre, il faut faire cheminer ces 
rayons d’abord dans le sens du mouvement de la Terre, puis en sens 
contraire. On aura ainsi doublé l'effet, et le déplacement sera dû, s’il 
existe, à un changement de longueur d’onde de =; cela correspond, 
comme on l’a vu plus haut, au + de la distance des deux raies D ou 
des raies b, et b, du magnésium. 

On peut disposer son appareil sur une table mobile, autour d’un axe 
vertical, et, en faisant l'expérience à midi ou à minuit, diriger la source 
alternativement vers l’est ou vers l’ouest. On obtiendra à midi un chan- 
gement de déviation dans un certain sens, et à minuit un changement 
en sens contraire. 

Un autre procédé consiste & profiter du mouvement de rotation de la 
Terre. Si l'appareil est installé à poste fixe, de manière que la lumière 


PAR SUITE DU MOUVEMENT DE LA SOURCE LUMINEUSE, ETC. 377 


incidente chemine de l’ouest à l’est, par exemple, cette propagation se 
fera à minuit dans le sens du mouvement de la Terre, et à midi dans le 
sens directement opposé. Il suffira done de venir observer le phéno- 
mène à des heures convenables, sans toucher aux instruments, et, si 
l’on peut éliminer les variations accidentelles, on pourra juger s’il y a 
ou non une différence de pointé. 

fai employé ces deux méthodes successivement. 

J'ai toujours eu recours à la réfraction produite par un seul prisme, 
taillé de façon que les rayons incidents, étant à peu près normaux à la 
face d'entrée, fussent presque rasants à la face de sortie. On peut ainsi, 
- avec une seule réfraction, obtenir une dispersion considérable; on n’a 
à se préoccuper que d’une surface, et surtout le phénomène correspond 
alors à un cas très-simple qui se prêtera facilement aux discussions 
théoriques. Il va sans dire que l’angle du prisme n’a pas besoin pour 
cela d’être absolument exact : il suffit évidemment que la face d’en- 
trée soit & peu près normale aux rayons incidents; on donnera ensuite 
au prisme des déplacements à droite et à gauche, de manière à placer 
les rayons émergents dans les conditions qui conviendront le mieux. 

Le choix de la source de lumière a aussi de l’importance. Comme il 
est difficile ou plutôt incommode de se procurer les raies de la soude 
avec un grand éclat, et que la réfraction rasante affaiblit considérable- 
ment la lumière, j’ai eu recours, dans mes premières expériences, à 
une étincelle entre des fils de magnésium; on obtient ainsi dans le 
spectre trois raies brillantes vertes d’une grande intensité. Ces raies 
s’écartent de plus en plus quand on fait rapprocher le rayon réfracté 
de la surface; mais en même temps l’éclat diminue rapidement, et sur- 
tout la pureté des images est profondément troublée. Les raies devien- 
nent tordues, estompées, se détachant mal sur un fond obscur, ce qui 
rend l’observation difficile. Cet inconvénient s’est présenté du moins 
dans mes-premières expériences; les prismes dont je disposais alors 
n’ayant pas d’assez grandes dimensions et n’étant pas assez homogènes, 
je ne pouvais observer qu'avec unelunette de spectroscope ordinaire d’un 
faible grossissement, et l'apparence du phénomène n’était pas assez sa- 
tisfaisante pour que l’on put en déduire une conclusion avec sécurité. 

Néanmoins l'expérience a été répétée un grand nombre de fois, et le 
résultat a été souvent négatif. Plusieurs observations cependant ont 
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indiqué un changement de déviation appréciable, correspondant à 
un accroissement de réfraction pour le cas où les rayons incidents che- 
mineraient dans le sens du mouvement de la Terre, et ce changement 
était de même ordre que celui qu’indiquait le calcul. 

Mais de nouvelles expériences, répétées dans des conditions plus sa- 
tisfaisantes, m’ont conduit à une conclusion diamétralement opposée : 
le déplacement cherché est rigoureusement nul, ou du moins, s’il existe, 
il est extrêmement petit par rapport à celui qu’indiquait le calcul. 

J'ai d’abord apporté quelques changements aux procédés d’obser- 
vation : a 

1° Les prismes avaient des dimensions considérables, afin que le 
faisceau émergent pût encore conserver une certaine largeur, malgré 
le rétrécissement dû à la réfraction rasante. 

2° Au lieu de pointer le phénomène avec un fil de réticule et d’éva- 
luer ensuite par estime le déplacement de l’image pour les deux direc- 
tions opposées de l'appareil, je me suis servi d’une lunette à réticule 
micrométrique. On pointe alors l’image dans les différentes circon- 
stances, sans se préoccuper de l’effet attendu, et le changement, s’il y a 
lieu, est indiqué par les lectures du tambour de la vis micrométrique. 

3° Enfin le pointé d’une raie brillante sur un fond noir n’est pas 
commode : on ne peut distinguer les fils du réticule que si la lumière 
est tres-éclatante et les images assez larges, à moins qu’on n’éclaire le 
champ par une lumière étrangère, et encore ce dernier moyen ne peut 
pas être employé quand les raies ont un faible éclat, comme celles que 
donne une flamme à la soude. 

J'ai cherché à produire des raies obscures sur fond brillant. L'idée la 
plus simple était d’utiliser les procédés de renversement des raies 
brillantes qui jouent un si grand rôle dans l’Analyse spectrale; mais 
ces procédés n'étaient pas assez rapides et ne permettaient pas des ob- 
servations suivies comme celles que je voulais entreprendre. J’ai trouvé 
alors un moyen d’une simplicité extrême, qui consiste à remplacer la 
fente du collimateur par un fil d’araignée tendu sur une large ouver- 
ture, et à éclairer le tout par une flamme chargée de vapeur de sodium. 
Après réfraction de cette lumière dans un prisme, on obtient au foyer 
de la lunette d'observation deux images de l'ouverture produites par 
les deux lumières homogènes qui émanent de la flamme jaune, et sur 
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chacune de ces images un trait noir qui correspond au fil d’araignée. 
Les deux traits noirs voisins qu’on obtient ainsi rappellent tout à fait 
le renversement des raies brillantes, avec cette différence que le fond 


est uniformément éclairé en jaune au lieu d’être formé par différentes 
couleurs du spectre. 


Retournemeni de l'appareil. — Dans une première série d’expé- 
riences, les appareils étaient installés sur une table mobile autour d’un 
axe vertical, qui permettait de diriger la lumière alternativement vers 
l’est ou vers l’ouest. 

Voici la disposition expérimentale (fig. 15) : 


Fig. 15. 


N, est un brüleur de Bunsen dans lequel on met un peu de phosphate 
de soude; 

L lunette astronomique dont l’objectif a ro centimètres de diamètre, 
1™,10 de longueur focale; 

f fil vertical du foyer de cette lunette; / est une loupe qui n’est pas 
nécessaire : elle empêche seulement les sels projetés par la flamme 
de toucher le fil /; 

P prisme réfringent; la face d’entrée a 10 centimètres de longueur et 
10 centimètres de hauteur; l’angle du prisme est 39°53’bo”, et l’in- 
dice de réfraction pour la raie D 1,62508; 

L’ lunette astronomique dont l'objectif a 55 millimètres de diamètre 
et 620 millimètres de longueur focale; 

M micromètre portant deux fils en croix et mobile à l’aide d’une vis; 
le pas de la vis est de o™™, 4, et le tambour porte cent divisions : un 
tour équivaut done à 129 secondes, et une division du tambour à 
10,20. 

On peut amener le fil du réticule sur l’une des deux images noires f” 
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et f” du fil /, et, pendant un intervalle de temps assez court pour que 
les variations de température n’aient pas d'influence appréciable, faire 
plusieurs pointés, en dirigeant successivement l'appareil dans deux sens 
opposés. 3 

Dans certains cas, le fil du réticule était parallèle aux images /’ et 
f"; d’autres fois, on a fait tourner le micromètre de 45 degrés pour 
mettre les fils du réticule en croix avec les raies noires : c’est un mode 
de pointé qui est préféré par certains observateurs. 

L'expérience a été faite un grand nombre de fois en dirigeant alter- 
nativement l'appareil vers l’est et vers l’ouest, à midi et à minuit. 
Comme le résultat a été constamment négatif, je pourrais me borner à 
citer le fait; mais, pour donner une idée de la précision que compor- 
taient les expériences, je vais rapporter quelques mesures. 


Première expérience. — 3 mars 1872; 11515™ du matin. 


Micromètre à 45 degrés. On fait plusieurs pointés dans chaque posi- 
tion, en déplaçant toujours le micromètre dans le même sens pour 
éviter tout effet de temps perdu. Les nombres indiqués sont les divisions 
du tambour du micromètre. 


Source à l’ouest. Source à l’est. 

60,8 

60,8 | 

60,5 ? Moyenne, 60,52 

60,0 

60,5 | 60,5. 
59,5 | 
59,8 } Moyenne, 59,76 
59,5 

59,3 59,5 | 

59,2 

60,5 } Moyenne, 59,64 

60,2 

59,0 59,0 \ 
60,0 | 
59,2 ? Moyenne, 59,48 
59,0 
60,2 | 


Fin des observations, 115 45™, 


PAR SUITE DU MOUVEMENT DE LA SOURCE LUMINEUSE, ETC. 381 
Il y a, comme on le voit, une diminution lente des lectures qui peut 
tenir à une variation très-faible de température. La variation des 


moyennes parait bien indépendante de la direction de l'appareil; on le 
voit encore mieux en les comparant par la méthode des alternatives : 


60,52 + 59,64 


2,2 


mon MISRONES 
2 


— 60,08 au lieu de 59,76, 
— 59,62 au lieu de 59,64. 


_ Or, avec cette disposition, la distance des deux raies f’ et f” corres- 

pondait à cinquante divisions du tambour ou un demi-tour de vis, c’est- 
à-dire environ 65” = 1’ 5”. Le déplacement, s’il existe, n’est certaine- 
ment pas d’un cinquième de division du;tambour, c’est-à-dire de 4, de 
la distance des deux raies D. Comme le déplacement indiqué par le cal- 
cul est le cinquième de la distance des deux raies D, il en résulte que 
la précision des expériences est cinquante fois plus grande que la quan- 
tité qu’il s’agissait de mettre en évidence. 


Deuxième expérience. — 4 mars 1872; 11 heures du matin. 


Source à l’ouest. Source à l’est. 
85 - : 
85 
84,5 Moyenne, 85,10 
86 HS 
85 


| Moyenne, 84,90 


Je citerai encore une autre expérience faite à peu près à la même 
époque (je n’ai pas noté la date), à 2"30™ du soir, par M. Fizeau : 


Source à l’ouest. Source à l’est. 
44,7 
47,2 } Moyenne, 46,3 
46,3 ) 46,6 


46,2 } Moyenne, 46,7 
47 52 
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La distance des raies D correspondait, dans cette expérience, à qua- 
rante-quatre divisions du tambour: 


Expériences comparatives de midi et de minuit. — La plus grande 
difficulté de ces expériences était d'éviter les changements de réfrac- 
tion dus aux variations de température et à toutes les causes incon- 
nues. L'appareil a été installé au laboratoire de chimie de l’École Nor- 
male supérieure, dans une cave complétement close, ne communiquant 
avec l'extérieur que par la porte d’entrée, et dans laquelle on ne pé- 
nétrait que deux fois par jour, juste pendant le temps nécessaire aux 
observations. 

La lunette servant de collimateur avait un objectif de 108 millimètres 
et une longueur focale de 1™, 30. 

Le prisme avait, sur sa face d’entrée, une longueur de 13 centi- 
mètres et une hauteur de 10 centimetres. L’angle réfringent était 
de 32° 55’25", et l'indice de réfraction pour la raie D de 1,63014 : il 
était donc un peu plus réfringent que celui de l’expérience précédente. 

La lunette d'observation était de même dimension que celle qui a été 
décrite plus haut. 

Pour donner à cette installation une grande stabilité, j’ai fait bâtir 
quatre colonnes en pierres cimentées avec du plâtre, et sur ces co- 
lonnes on a scellé deux dalles de pierre. Les instruments ayant été 
réglés par des tatonnements successifs, toutes les pièces ont été fixées 
en place. Le collimateur avait été scellé au plâtre sur les deux dalles; 
le prisme et la lunette ont été fixés avec de l’arcanson qu’on a coulé 
sur tous les supports. Auprès du prisme était suspendu un thermo- 
mètre divisé en cinquantièmes de degré, et l’on observait ce thermo- 
mètre avec un viseur posé sur la dalle. La source de lumière était 
un bec de Bunsen, dans la flamme duquel on maintenait une petite 
quantité de phosphate de soude. Enfin au foyer principal du collima- 
teur on avait placé, non pas un simple fil vertical, mais un réticule 
formé de cinq filets verticaux, comme dans certaines lunettes astrono- 
miques. 

On obtenait ainsi dans le champ d'observation de la lunette cinq 
groupes de doubles raies obscures sur fond brillant, et l’on observait 
l’un ou l’autre de ces différents groupes. 
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 In'est pas inutile d'ajouter quelques détails sur la manière de régler 
l'expérience. 

Si l’on plaçait immédiatement le prisme de façon que les rayons 
émergents fussent très-voisins de la surface de sortie, il serait fort dif- 
ficile de mettre au point la lunette, parce que le faisceau réfracté est 
asligmate, à cause des imperfections de la surface, si faibles qu’elles 
soient, et le point où se produit l’image d’un fil vertical du collimateur 
est souvent en dehors des limites où peut se mouvoir l’oculaire de la 
lunette. Pour trouver cette image à coup sûr, on a profité de ce que le 
réticule du collimateur pouvait être éloigné ou rapproché par une vis 
. à crémaillère. On commençait par mettre la lunette au point en plaçant 

le prisme dans le voisinage du minimum de réfraction, puis on tournait 
le prisme de petites quantités à la fois en déplaçant en même temps la 
lunette, et, à l’aide de la vis, on déplaçait le réticule de façon que 
l’image se produisit toujours dans le champ de vision de la lunette. 
On allait ainsi de proche en proche jusqu’à ce que l’accroissement de 
dispersion qu’on aurait obtenu en continuant plus loin aurait été com- 
pensé par une trop grande déformation des images : on scellait alors 
toutes les pièces mobiles. 

Malgré toutes ces précautions, on a été plus de deux mois avant de 
pouvoir faire aucune observation régulière. Sans que la température 
parut éprouver de changements notables, les déviations variaient tantôt 
dans un sens, tantôt dans l’autre, quelquefois d’une manière brusque, 
et ces variations d’un jour à l’autre étaient trop grandes pour qu'il fût 
possible de les éliminer par un système quelconque de compensations. 
On ne pouvait pas songer à faire des observations fréquentes dans le 
cours de la journée ou de la nuit, parce qu'il fallait, en entrant dans la 
cave, allumer deux becs de gaz, et qu’un séjour trop prolongé ou trop 
fréquent produisait une grande élévation de température. Ces varia- 
tions étaient dues sans doute au travail des ciments et des mastics, 
peut-être à une influence de l’état hygrométrique sur ces matières. 
L'appareil n’est jamais parvenu à une immobilité complète, mais les 
variations sont devenues beaucoup plus faibles, et l’on a pu éliminer 
leur influence. 

Voici maintenant comment les observations étaient faites : 

En entrant dans la cave, on lisait la température, on pointait cinq 
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fois l’une des raies de l’un des groupes, puis cing fois l’une des raies 
d’un autre groupe; on répétait ensuite les premières lectures, ‘puis les 
deuxièmes; on lisait de nouveau la température, on éteignait tout et 
l’on fermait la cave. 

Pour donner une idée de ces observations, je vais reproduire ici 
quelques pages de mon carnet d’observations. T désigne la température. 


Mercredi 7 février 1872; 11% 30" du soir. 


MEET TP 
tours 
10,15 
10,15 
1er groupe. { 10,165 ; Moyenne, 10,155 
| 10,155 tours 
te, re" | Fa; rat 
5035 
2° groupe. ‘3,135, Moyenne, 3,129 
3,125 
\ 3,13 ] 
{10,15 | 
10,135 
1" groupe. { 10,165 ; Moyenne, 10,150 
10,147 
10,19 + eee 
2 12 | 
2° groupe. ‘3,12 } Moyenne, 3,125 
Oro 
3,135 
Lei 0: 
Moyennes. 
Tite 15 de 
a oe Oe 10,153 


ec 
2 Rid. ti. death. 3,129 
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Jeudi 8 février 1872; 1145" du matin. 


T = 11°, 26,: 
{ 10,15 
10,145 
1° groupe. (10,15 } Moyenne, 10,146 
10,13 
1 10,155 /' [3,12 
3,1 5| 
2° groupe. { 3,115 } Moyenne, 3,118 
3,11 | 
3,13 | 
10,125 
10,155 
1°" groupe. { 10,15 } Moyenne, 10,146 
- Jro,r5 | 
| 10,148, "(3,11 
3,10 
2° groupe. / 3,125 } Moyenne, 3,115 
3,12 
| 
a = 11°30, 
Moyennes. 
T= rr, 28. 
FP PYOUNC: : an te - 2 0 10,146 
Dee Me Men ot: = rte 
Jeudi 8 février; 1145" du soir. 
P= Baris, 
10,131 
0,125 
1 groupe. { 10,135 | Moyenne, 10,133 
10,13 
10,135) (3,118 
3,11 
2° groupe. (3,11 } Moyenne, 3,116 
3,115 
Bay 
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10,14 
10,135 
1 groupe. {10,12 ) Moyenne, 10,134 
10,135 
10,138 3,12. 
\ 3,125], 
2° groupe. (3,13 } Moyenne, 3,119 
3,11 
3,11 


T= 11°,20. 


Moyennes. 


T = 11%, 26. 


1* groupe..... CL 
2° » aa te eee SUP 2 RÉ 


Ces exemples suffiront pour donner une idée de la précision des 
pointés. Voici maintenant comment on peut comparer les moyennes. 
Je me servirai des mémes nombres, en y ajoutant ceux des deux jours 
suivants : 


Excés 
sur la 
Date, Heure, Moyennes. 1T® expérience. 
Oo 
Biche ira 11,47 » 
Mercredi 7 février. .. Minuit. { 1°’ groupe ..... 10,153 » 
ae Ds se ds OD » 
Pa. er ut 520 — 0,19 
Midi... { 1° groupe ..... 10,146 — 0,007 
. oe 2° Dirt Die DSTI = 
Jeudi 8 février...... dt dt 
AU cn ee 11,16 — 0,12 
Minuit. { 1° groupe..... 10,133 — 0,020 
2° D tent. VOST — 0,010 
[ aR a a PRE 11,7 + 0,23 
Midi... { 1“ groupe ..... 10,146 — 0,007 
. this 2° Ni. ue 113 — 
Vendredi 9 février... ‘ = po 
pas RARE ns APR 11 — 0,47 
Minuit. 1®groupe..... 10,154 + 0,001 
Le D ivre. ag FES — 0,005 
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Excès 
t sur la 
Date. Heure. Moyennes. 1" expérience. 
o 
dh sere vtt ta ee 10,90 —0,57 
Midi... { 1°" groupe..... 10,153 oO 
. 4 , 2° CHOC Sr 
Samedi 10 février... i He 4 
eer et. nee 10,86 —o,61 
Minuit. ! 1° groupe..... 10,177 + 0,024 
\ SD Ur AP 190743 + 0,016 


L'observation des deux groupes présente cet avantage que, si l’on 
_ obtient des deux côtés la même différence de pointé, on sera assuré 
_ que l'effet n’est pas dû à une erreur de lecture; la dernière colonne 
montre que les résultats des observations faites sur les deux groupes 
d'images sont entièrement concordants. 

On voit encore que les variations ne peuvent pas être attribuées aux 
changements de température seulement, car les lectures du micrometre 
et celles du thermomètre varient tantôt dans le même sens, tantôt en 
sens contraires. 

Y a-t-il maintenant une différence sensible entre l’observation de 
midi et celle de minuit? En prenant les observations de jeudi et de 
vendredi, par exemple, on voit que la somme de toutes les diminutions 
par rapport à l’observation du mercredi pour les deux groupes, dans 
les expériences de midi, est 0,038, et la somme des diminutions, pour 
les expériences de minuit, est 0,034. Comme on ajoute les quatre ob- 
a il ne resterait, pour chacune d’elles, qu’une différence de 
55 de tour, c’est-à-dire + de division du tambour. 

Toutes les observations seraient loin de donner la méme concor- 
dance; mais on peut assurer qu’entre les lectures de midi et de minuit, 
abstraction faite de toutes les causes d’erreur, il n’y a pas une diffé- 
rence de + division du tambour. Or, dans ces expériences, le réticule 
était parallèle aux raies, et la distance des deux raies D correspondait 
à 30 divisions du tambour, c’est-à-dire 39 secondes environ. L'erreur 
possible est donc moindre de f; de la distance des deux raies D, et 
par conséquent le + de la différence indiquée par le calcul. 

Pour permettre à l’appareil de prendre une certaine stabilité et en 
même temps pour répondre à l’objection qu’on pourrait tirer du mou- 
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vement de translation du système solaire, j’ai fait plusieurs séries d’ob- 
servations à différentes époques de l’année. Voici les plus régulières : 


12 observations. La r°série va du 27 janvier au i" février 1872 


15 » 2 » 1® février 10 février » 
8 » a » 17 février 21 février » 
7 » 4e » 18 août 22 août » 
10 » 5e » 24 sept. 28 sept. » 

52 


Le mode de pointé n’a pas toujours été le même dans toutes les sé- 
ries. Comme le réticule du micromètre était formé de deux fils verti- 
caux coupés par un fil transversal, on a placé, tantôt un fil du micro- 
mètre sur une raie noire, tantôt la raie noire entre les deux fils du 
micromètre, tantôt un fil entre les deux raies voisines, tantôt les fils 
du micromètre à 45 degrés sur une raie. Il est bien entendu que le 
mode de pointé adopté au début d’une série était conservé jusqu’à la fin. 

Il eût peut-être été utile de laisser encore |’appareil en place; mais 
la vapeur d’eau dégagée par la combustion du gaz avait fini par pro- 
duire dans la petite cave une humidité excessive; les objectifs et le 
prisme étaient ternis par une sorte de végétation microscopique; les 
fils du réticule étaient envahis par un entrelacement de filaments plus 
minces, comme si de nouvelles araignées étaient venues y établir leurs 
toiles. Les observations n'étaient plus possibles; il aurait fallu procé- 
der à un nettoyage complet et à une installation nouvelle, et j'aurais 
ainsi perdu en partie le bénéfice de la stabilité déjà acquise par l’ap- 
pareil. D'ailleurs je n’y avais plus d'intérêt, la question me paraissant 
résolue, et j'ai mis fin aux observations. 

La reproduction des nombres relatifs à toutes ces séries de mesures 
n’offrirait pas d'intérêt, puisque le résultat est toujours négatif; la dif- 
férence des moyennes de midi et de minuit n’atteint jamais 4 division 
du tambour. 


Conclusion. 
On peut conclure de ces observations que le mouvement de transla- 


tion de la Terre est sans influence sur la réfraction apparente de la lu- 
mière qui provient d’une source terrestre. 
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Il en résulte aussi que l’expérience d’Arago ne saurait être exacte en 
toute rigueur, et que l'observation des étoiles fixes doit donner lieu à 
un changement de réfraction correspondant au déplacement de la 
Terre, comme on l’a calculé précédemment. 
~ Il faut donc revenir sur le calcul de Fresnel et expliquer la contra- 
diction qui reste encore, puisque ce calcul semble justifier la conclu- 
sion d’Arago; j'avoue que j'ai été longtemps embarrassé pour trouver 
l'interprétation qu’il me paraît nécessaire de donner à la formule de 
Fresnel. Dans l'expression 

U+u (= =) 


qui représente la vitesse de propagation de la lumière dans un milieu 


# e I A 
pondérable au mouvement, le terme correctif wu (1 — =) parait exact, 


et quand même on le modifierait encore par unfacteur différant de l’unité 
de l’ordre de l’aberration, cela ne produirait aucun effet appréciable. 
Cest sur le terme principal U qu’il faut porter son attention : ce terme 
n’est pas la vitesse avec laquelle se propagerait la lumière dans le 
milieu en repos. Si l’on arrêtait ainsi le milieu sans toucher à la source 
de lumière, la distance des ondes incidentes ne serait pas modifiée, 
mais la période de vibration en un point du milieu, sur la surface ré- 
fringente en particulier, serait modifiée. 

C’est la période de vibration du milieu réfringent qui me paraît do- 
miner le phénomène. Je crois donc qu’il faut considérer le terme U 
comme représentant la vitesse avec laquelle se propagerait dans le mi- 
lieu considéré, à l’état de repos, la lumière provenant d’une source 
fixe dont la période de vibration serait identique à celle que possède 
le milieu dans l’expérience qu'on envisage. 

Plus simplement encore, le terme U est une fonetion, non pas de la 
période absolue de vibration de la source, ni de la distance des ondes 
qu’elle émet, mais de la période de vibration d’un point du milieu ré- 
fringent. 

Je laisse aux mathématiciens le soin de justifier ou de combattre 
cette interprétation; je montrerai seulement qu’elle suffit pour rendre 
compte de tous les phénomènes. 
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On voit, en effet, que l'explication de Fresnel ne s'applique pas à 
l'expérience d’Arago, mais à la nôtre. Quand le prisme et la source 
sont animés du même mouvement, la période de vibration sur les deux 
corps est la même, dans quelque direction que se fasse la propagation ; 
le terme U est donc le même dans tous les cas. Il y aurait peut-être 
lieu de voir ensuite si l’indice de réfraction », qui entre dans le second 


terme u (: — =) doit correspondre à la période apparente de vibra- 


tion ou à la longueur d’onde absolue; mais cela n’a aucune importance 
pratique, il n’y a pas à s’en préoccuper. 

La démonstration de Fresnel reste donc intacte; seulement elle s’ap- 
plique aux expériences faites avec des sources de lumière artificielles, 
et non pas aux observations d’Arago. 

Pour que cette conclusion fût à l’abri de toute critique, il faudrait 
maintenant reprendre l’expérience d’Arago et mettre en évidence le 
changement de réfraction qu’elle comporte. Les circonstances ne m’ont 
pas permis encore de faire cette tentative, qui présente les plus grandes 
difficultés. Un changement de réfraction qui correspond au dixième de 
la distance des deux raies D est déjà presque à la limite de la précision 
qu’on peut atteindre par l’emploi des procédés spectroscopiques ordi- 
naires avec les sources de lumière terrestres : la nécessité d'employer 
la lumière d’une étoile est loin de simplifier le problème. 


ï 


XI. — Anneaux de réflexion. 


Pour épuiser toutes les ressources que peut offrir l’emploi des lu- 
mières artificielles, j’ai voulu essayer encore d’autres phénomènes 
d'optique, malgré la prévision presque certaine d’un insucces; ce 
sont les interférences correspondant aux anneaux de réflexion et de 
transmission de Newton et aux anneaux des lames mixtes de Young. 

Considérons une source terrestre S ( fig. 16) de période T (qui don- 
nerait à l’état de repos des ondes dont la distance serait À = VT) et sup- 
posons-la assez éloignée pour qu'elle envoie sur une plaque réfrin- 
gente MN un faisceau de rayons sensiblement parallèles. 

Admettons d’abord que la Terre marche dans le sens des rayons in- 
cidents. 
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Une onde tombant sur la face d’entrée AM donne une onde réflé- 
chie et une onde réfractée. Celle-ci traverse la plaque, va se réfléchir 


2 * 


Fig. 16. 


ew 


en partie sur la deuxième surface BN, revient ensuite à la première 
qu’elle traverse; puis, selon le retard qu’elle a subi, elle interfere 
plus ou moins complétement avec celle qui a éprouvé la premiere ré- 
flexion. Il faut évaluer ce retard. 


Quand l’onde va de A en B, sa vitesse de propagation est 


2 


U=U+u(i— 5). 
n 


La vitesse de cette onde relative au milieu réfringent est 


A . Uu 
U’—u, c’est-a-dire U— —. 


n? 


De méme, au retour, la vitesse absolue de propagation des ondes est 


U =U-—a2 G =) 
n 


et la vitesse relative au milieu 


U+—. 


2 


Si l’on appelle e l’épaisseur de cette lame, le temps @ que mettra la 
lumière à la traverser deux fois est donc 


é e 2eU 
ties ME Ai uw 
oN is Beis 

er U + U 73 


Comme on peut négliger le rapport (5) » il reste simplement 
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l'indice de réfraction » et la vitesse U correspondant, comme nous 
l'avons dit, à la période de vibration T du milieu, laquelle est la même 
que celle de la source. d 

Lorsque l’onde réfléchie est revenue à la surface d'entrée, celle-ci 
n’est plus en M, mais en M'; elle a parcouru un espace 


MM'— u0. 


ik 9 : 
L’onde dont il s’agit mettra encore le temps T — aû pour revenir 


au point A où la première onde s'était réfléchie. Le retard de ces deux 
ondes est done 


0 a0—@(1+a)= en 


(1+a). 
Les rayons réfléchis cheminenten sens contraire du mouvement de 
la Terre; la longueur d’onde, comme nous l’avons dit, est 


À —À(1+a). 


L’interférence des deux ondes produira une frange d’ordre m donné 
par l’équation 
mX = Vô(i+a) ('), 
ou 
mh=V6= 2Nne. 


C’est exactement la même équation que si la source et la lame ré- 
fléchissante eussent été immobiles. 

On peut répéter le même raisonnement en supposant que la lumière 
incidente marche en sens contraire du mouvement de la Terre, et l’on 
arrivera évidemment au même résultat. 

Ainsi l’ordre des franges d’interférence et par conséquent les points 
où on les observe dans les expériences d’anneaux de réflexion sont 
absolument indépendants du mouvement de la Terre. 

Ces calculs me paraissent s’appliquer à l'expérience de M. Babinet (*), 
bien que les détails de cette expérience n'aient pas été rapportés d’une 


(') Je ne tiens pas ici compte de la perte d’une demi-longueur d'onde qui peut résulter de 
la différence de nature des deux réflexions. 


(*) Voir première Partie, p. 161, 
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manière assez explicite pour qu’il soit possible de la discuter avec pré- 
cision. | 

Comme la position des franges ne dépend que de la période de vi- 
bration de lalameréfringente, on voit qu’avec une source mobile et une 
lame fixe, ou bien avec une source fixe et une lame mobile, on pour- 
rait observer un déplacement des franges; mais l’expérience ne paraît 
pas facile à réaliser. 

On peut même aller plus loin et montrer, sans qu’il soit nécessaire 
de recourir à la formule de Fresnel, qu'avec une source terrestre il ne 
peut pas y avoir de déplacement des franges. Cette remarque fera com- 
prendre pourquoi des calculs basés sur un point de départ inexact peu- 
vent aussi conduire à un résultat nul. 

En effet, quand la lumière chemine comme nous l’avons supposé, 
l'onde qui pénètre dans la lame met à la traverser deux fois un temps @ 
qu’il n’est pas nécessaire de préciser et, pour revenir au point A, elle 
mettra encore un temps a@. Le retard des deux ondes est donc 


O(1-+ a), 
et l’ordre m de la frange obtenue est donné par l’équation 
mi\(1-+a)=VO(t+a) ou mi—= Va. 


Si la lumière chemine en sens contraire, l’onde qui traverse la lame 
deux fois met encore le temps ©, puisque rien ne distingue ce phéno- 
mène du premier ; seulement, le retard absolu des deux ondes interfé- 


rentes sera 
§6—ad—O(1i—a). 


Comme la longueur d’onde des rayons réfléchis est À (1-— a), l’ordre 
m' de la frange obtenue sera encore donné par l’équation 


mi(i—a)=VO(i-a), 
ou bien 
Wi hae Vy Mb Mee 
Bien que le calcul ne fit rien prévoir, j'ai cru néanmoins devoir 
essayer l'expérience, parce qu'elle est susceptible d’une extreme 
précision. On peut, comme l’a montré M. Fizeau, obtenir des an- 
neaux de réflexion correspondant à une différence de marche de plus 
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de 50 000 longueurs d'onde, etsi le phénomène éprouvait une altération 
d’un cent-millième de sa valeur, il serait facile de s’en apercevoir. 

Je n’ai pas à indiquer ici les méthodes qu’emploie M. Fizeau (*) 
pour observer les anneaux d’interférence qui correspondent à des dif- 
férences de marche considérables. Je rappellerai seulement que, à l’aide 
d’un petit prisme à réflexion totale placé très-près du foyer principal 
d’une lentille, on fait réfléchir sur cette lentille un faisceau divergent 
de rayons qui proviennent d’une flamme d’alcool salé. Ces rayons sont 
rendus parallèles par la lentille; ils tombent ensuite sur la lame réfrin- 
gente, s’y réfléchissent sur les deux faces, retournent à la lentille et 
vont converger ensuite en un point très-voisin du prisme. En plaçant 
l’œil en ce point, la surface de la lame est totalement illuminée, et si 
les faces sont sensiblement parallèles, on y voit une série de franges 
plus ou moins régulières, alternativement obscures et brillantes, dont 
chacune passe par tous les points où l’épaisseur est la même. 

Cette méthode présente quelques difficultés qui tiennent à la nature 
de la source d’une part, et d’autre part au procédé d’observation. 

Il arrive souvent, quand on emploie la lumière d’une flamme d’alcool 
salé, que des lames d’ailleurs parfaitement travaillées donnent lieu à 
des franges très-confuses, difficiles à distinguer et quelquefois com- 
plétement invisibles. Cela tient, comme l’a montré M. Fizeau, à ce que 
la lumière jaune de la soude renferme, en réalité, deux sortes de vibra- 
tions dont les longueurs d'onde ne different que de 1 millième environ. 
Chacune de ces sources donne lieu à un système de franges parti- 
culier qui peuvent se superposer exactement, ou alterner exactement, 
ou empiéter d’une manière plus ou moins complète. Dans le premier 
cas, les franges résultantes seront très-distinctes; dans le deuxième, 
elles disparaitront dans un éclairement uniforme; dans le troisième, 
elles seront plus ou moins confuses. Comme les épaisseurs des lames 
sur lesquelles on opère s’obtiennent un peu au hasard, on ignore le 
cas que l’on va rencontrer, et il y a peu de chances pour qu’on tombe 
sur le plus avantageux. 

En second lieu, quand l'épaisseur de la lame réfringente est assez 
grande pour donner unedifférence de marche considérable, le moindre 


(') Annales de Chimie et de Physique, 3° série, t. LXVI, p. 429. 
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changement d’inclinaison produit une altération sensible de la diffé- 
rence de marche et fait déplacer les franges. Ces franges, en effet, vues 
à l'œil nu, paraissent très-mobiles, et il serait difficile d'apprécier avec 
sécurité un déplacement très-faible dû à une cause analogue au mouve- 
ment de la Terre. L'emploi d’une lunette ne fait pas disparaître cet in- 
convénient en totalité, parce que les franges ne se produisent pas sur 
un point de l’espace bien défini ; elles ne sont ni sur la première ni 


sur la deuxième surface de la lame, et la mise au point laisse quelque 
incertitude. 


Choix de la source de lumière. — J'ai cherché d’abord à améliorer la 
source. 

La flamme rouge que l’on obtient avec les sels de Uthine n’est pas 
assez homogène quand elle a beaucoup d'éclat, ni assez éclatante quand 
elle est homogène; les sels de lithine s’évaporent très-vite, de sorte 
que cette lumière n’est pas commode à produire d’une manière con- 
tinue. 

Une étincelle entre deux fils de thallium donne une lumière très- 
homogène à condition que l’étincelle soit très-faible. Comme la source 
de lumière est alors réduite à un point, le réglage de l’expérience est 
un peu plus délicat; mais après quelques essais on y parvient assez ra- 
pidement. Avec cette source de lumière et une lame de verre de 14,5 
d'épaisseur, j’ai obtenu de très-belles franges par le procédé optique 
qui sera décrit plus loin. Ces franges correspondaient à une différence 
de marche de 80 000 longueurs d’onde du thallium. L’emploi du phos- 
phate de thallium, dans un brûleur à gaz, m’a donné d’aussi bons ré- 
sultats et d’une manière plus commode, parce que la source avait 
alors de plus grandes dimensions. Mais, dans les deux cas, par l’étin- 
celle ou par la lampe à gaz, on ne peut obtenir de belles franges que 
si la lumière est très-faible. Pour peu qu’on augmente l’éclat, soit en 
mettant plus de phosphate, soit en rendant l’étinceile plus brillante, 
les franges disparaissent. 

J'ai essayé alors si l’on ne réussirait pas mieux avec la lumière de la 
soude, dont la production est plus facile, en éliminant l’une des deux 
longueurs d’onde qui se produisent simultanément. 


On peut d’abord avec un spectroscope ordinaire produire les deux 
5o. 
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raies brillantes de la soude, éliminer l’une d'elles par un écran et uti- 
liser l’autre. Yoo | 

Dans cette expérience, et dans toutes celles où l’on utiliserait les 
phénomènes d’interférence ordinaire, la nécessité d'employer une fente 
étroite fait perdre beaucoup de lumière; on obtient un résultat plus 
satisfaisant en profitant de la double réfraction pour éteindre l’une des 
sources. Voici la disposition de l'expérience : 

Une flamme jaune est placée au foyer principal d’une lentille qui 
rend les rayons parallèles. Le faisceau lumineux traverse ensuite un 
prisme de Nicol qui les polarise, puis une lame de quartz parallèle à 
l’axe et dont la section principale fait un angle de 45 degrés avec le 
plan primitif de polarisation, et enfin un deuxième Nicol dont la sec- 
tion principale est parallèle ou perpendiculaire à celle du premier et 
pour éteindre ceux des rayons qui au sortir du quartz sont polarisés 
dans un certain plan. En choisissant convenablement l'épaisseur de la 
lame cristalline, on pourra faire en sorte que les rayons des deux lon- 
gueurs d’onde qui existent dans la lumière jaune soient, à la sortie 
du quartz, polarisés dans deux plans rectangulaires et éteindre l’un 
des systèmes par l’analyseur. Le calcul de cette épaisseur est tres- 
simple. 

Désignons par n, et n, les indices de réfraction ordinaire et extraor- 
dinaire du quartz pour la longueur d’onde la plus grande); 7’, et 7, les 
indices relatifs à la longueur d’onde 2’; E l’épaisseur de la lame, et 


née . À : 
supposons que la différence de marche soit 2m = pour le premier et 
U 


(2m -+-1) > pour le second; on aura 


2m—-—(n.—n,)E, 
LA 
t == ' g 
(2m +1) — = (n,—7n,) E. 
On en déduit 
2m+1 À n,—N, 
De Hole Re 


ou sensiblement 
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L’épaisseur qui convient est alors 


On trouve pour le quartz 
Es are Go: 
Un calcul analogue pour le spath d'Islande donnerait 
| E34", 682 


Avec une lame de cette épaisseur les rayons de longueur d’onde } 
_ resteront, à la sortie du cristal, polarisés dans le plan primitif; le plan 
de polarisation des autres aura tourné de go degrés. Il suffira donc de 
croiser les deux Nicols pour faire disparaitre en totalité ces derniers. 

En réalité, on n’obtient pas rigoureusement l’épaisseur qui convient, 
mais cela n’est pas nécessaire. On remplace la lumière jaune par une 
lumière blanche sur laquelle on maintient les deux raies D, et l’on exa- 
mine la lumière émergente avec un spectroscope. Le spectre est alors 
sillonné de bandes d'extinction; on fait tourner un peu la lame cris- 
talline pour augmenter ou diminuer la différence de marche, et l’on 
amène une des bandes noires sur l’une des deux raies D. L'appareil est 
alors réglé, et en l’éclairant avec la lumière de la soude il ne laissera 
passer que des rayons d’une seule longueur d’onde. 

Pour que l'expérience réussisse bien, il faut que la différence de 
marche soit sensiblement la même en tous les points de la lame cris- 
talline. L'emploi du spath d'Islande ne convient pas, parce que l’épais- 
seur est trop faible et que les moindres défauts des surfaces ont une 
influence notable; on n’arrive pas alors à éteindre complétement l’une 
des deux raies brillantes. Le quartz, au contraire, donne des résultats 
excellents. | 

La perte de lumière est assez faible. En effet, le premier Nicol en- 
lève la moitié de la lumière incidente et le second la moitié du reste. 
L’éclat de la lumière émergente est donc le quart de celui de la source 
et la moitié de celui qui correspond à la longueur d’onde utilisée. 

Avec cette disposition, on obtient des franges sur toutes les lames, 
d'épaisseur inférieure à 10 millimètres, qui n’en donnaient pas précé- 
demment avec la lumière de la soude seule, à cause de l’empiétement 
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plus ou moins complet des deux systèmes simultanés, et les franges 
obscures sont parfaitement noires. 

En produisant les franges à l’aide d’une lame d’air dont on fera 
l'épaisseur d’une manière continue, on ne doit pas observer ces alter- 
natives de disparition et de réapparition de franges qui ont été signa- 
lées par M. Fizeau. En effet, j'ai réalisé l'expérience avec deux lames 
de verre dont l’une était fixe et l’autre portée par le chariot d’une 
machine à diviser. En faisant marcher la lame mobile de manière à 
augmenter progressivement l'épaisseur de la lame d’air, le champ res- 
tait couvert sans interruption de franges qui couraient toujours dans le 
même sens jusqu’à ce que l'intervalle des lames fit d'environ 15 mil- 
limètres, ce qui correspond à une différence de marche de 50 000 lon- 
gueurs d’onde. Les franges sont alors moins nettes, plus agitées, ce 
qui peut tenir en partie aux défauts d’homogénéité des différents 
points de la couche d’air. Je n’ai pas réussi d’ailleurs à pousser l’ex- 
périence plus loin. 

J'ai été surpris de constater que l’emploi de l'appareil à extinction 
de l’une des raies D ne permet guère d'observer plus facilement les 
franges qui correspondent à une différence de marche considérable, 
celles que donnent des lames de verre de 12 à 15 millimètres d’épais- 
seur, par exemple. Ce qui explique cette circonstance, c’est que pour 
la flamme de la soude rendue homogène, comme pour la lumière du 
thallium, les franges s’évanouissent aussitôt qu’on augmente l’éelat de 
la source. 

Les causes principales qui limitent le nombre des franges que l’on 
peut observer sont donc les suivantes : 

° En un point déterminé de la source il se produit des change- 
ments physiques qui altèrent de temps en temps la phase de vibration, 
de sorte que les rayons interférents n’ont plus la même origine. Cette 
cause d’altération agit beaucoup moins vite que ne le pensait Fresnel, 
et rien n'indique qu'elle ait de l'influence dans les phénomènes que 
nous pouvons observer. 

2° Les milieux dans lesquels se produit la différence de marche ne 
sont jamais absolument homogènes. 

3° Une source de lumière RS n’émet, quand elle a peu d’in- 
tensité, que des rayons d’une longueur d’onde bien définie; mais, à 
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mesure que l'éclat augmente pour une cause quelconque, elle émet en 
même temps des rayons dont les longueurs d’onde sont voisines en 
plus et en moins. Ces vibrations nouvelles donnent des systèmes de 
franges un peu différents qui finissent par envahir le champ et pro- 
duire un éclairement uniforme. On s’en assure, du reste, en observant 
une telle source avec un spectroscope; on aperçoit d’abord une raie 
très-fine, comme la fente, et, à mesure qu’on augmente l'intensité de 
la source, cette raie devient baveuse en s’élargissant des deux côtés: 
les instruments d’acoustique présenteraient d’ailleurs des propriétés 
tout à fait analogues. Cette dernière cause est celle qui paraît avoir 
la plus grande influence. 


Mode d'observation des franges. — Je n’ai pas tiré grand profit, comme 
on le voit, des modifications apportées à la source de lumière; mais 
je crois avoir été plus heureux pour le mode d’observation, en pro- 
duisant les franges dans un plan bien défini, au lieu d'examiner celles 
qui se forment dans l’intérieur de la lame elle-même, en des points 
qu'il est difficile de préciser. 

Supposons d’abord que les faces de la lame soient rigoureusement 
planes et parallèles; éclairons-la par une source assez large pour don- 
ner des rayons de toutes les directions, et considérons à part chacun 
des faisceaux de rayons parallèles. 

Le faisceau normal à la lame se réfléchit normalement, et les deux 
systèmes de rayons qui le constituent ont une différence de marche 
exprimée par la formule 


eee. 
2 


En recevant ce faisceau sur une lentille convergente, on obtiendra 
au foyer principal un certain phénomène, une interférence complète 
par exemple. 

Un faisceau qui fait avec la normale à la lame un angle z corres- 
pondant à un angle de réfraction r éprouve une différence de marche 


À 
A’ =2ne cosr +: 


Ces rayons, une fois réfléchis sur la lame puis réfractés dans la len- 
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tille convergente, iront former dans le plan focal dati un autre 
phénomène, par exemple un maximum de lumière. 

En menant par le centre optique de la lentille une série de droites 
faisant le même angle z avec la normale à la lame réfléchissante, on 
formera un cône dont les génératrices seront parallèles aux différents 
faisceaux qui se réfléchissent sous le même angle et ont la même dif- 
férence de marche. Ce cône déterminera sur le plan focal un cercle 
dont tous les points seront également éclairés. 1] se produira done dans 
le plan focal principal de la lentille une série d’anneaux circulaires, 
alternativement brillants et obscurs, absolument fixes et indépendants 
de la position de l'œil; les pointés comporteront alors plus de rigueur. 
Si l’on se borne aux rayons peu écartés de la normale, on pourra 
représenter la loi des premiers anneaux par la formule suivante : 

À 


e 


vis 


("); 


dans laquelle p est le rayon d’un anneau, fla longueur focale de la 
lentille, 7, l’ordre de la frange centrale et m l’ordre de l’anneau con- 
sidéré. 

On peut observer ces anneaux à l’œil nu, en plaçant la flamme entre 
l'œil et la lame, comme l’a remarqué d’abord Haidinger avec une lame 
de mica, ou mieux en faisant réfléchir la lumière incidente sur la lame 
à l’aide d’une lame transparente. Cette dernière disposition permet de 
voir aisément le centre des anneaux, lequel est situé sur la normale et 
ne pourrait se voir qu’à travers la flamme elle-même dans la disposi- 
tion précédente. 

Dansles deux cas, il faut accommoder l’œil pour voir à l'infini, et l’on 
aperçoit de beaux anneaux circulaires. Pour fixer la position de ces 
anneaux, il suffit de remplacer l'œil par une lunette astronomique à 
réticule. Les anneaux se dessinent alors au foyer principal de l’instru- 
ment, et on les pointe avec toute l'exactitude désirable à l’aide d’un ré- 
ticule. 

Nous avons supposé que les deux faces de la lame étaient rigoureu- 
sement planes. Lorsque cette condition ne sera pas suflisamment 
rempues le faisceau réfléchi parallèlement à une direction déterminée 


p=f(m—m) 


(‘) Annales de Chimie et de PE, 4° série, t. XXII, p. 128. 
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et provenant des différents points de la surface ne sera pas formé de 
systèmes de rayons ayant tous la même différence de marche; l’inten- 
sité ne sera jamais nulle au point de concours dans le plan focal et les 
interférences régulières disparaitront. Comme il n’y a pas licu d’espé- 
rer de lames parfaites, on élude la difficulté en posant entre la lame et 
la lentille qui forme l'objectif de la lunette un diaphragme de grandeur 
convenable. Le diaphragme remplit le même rôle que ceux que l’on 
emploie dans certains objectifs de photographie. 

Le phénomène produit en un point » du plan focal de l'objectif L 
(fig. 17) provient des rayons qui se sont réfléchis sur une portion M de 
la lame ayant la même étendue que l'ouverture du diaphragme. Si la 
lame M est assez bien travaillée pour queles systèmes de rayons qui con- 
stituent ce faisceau aient sensiblement la même différence de marche, on 
obtiendra en m une interférence régulière. Si cette condition n’est pas 
remplie, on réduira davantage l’ouverture du diaphragme, jusqu’à 
ce que les franges svient bien nettes. Ces franges ne sont plus circu- 
laires, bien entendu : ce sont les anneaux déformés en chaque point m 
d’une quantité proportionnelle à la variation d'épaisseur de la lame au 
point correspondant M. L’étude de la lame pourrait donc être faite par 
la mesure de ces déformations. 

J'ai employé de préférence une autre disposition équivalente en 
théorie, mais qui a l'avantage de ménager toute la lumière incidente. 

Les rayons lumineux partis de la source S tombent sur une lentille 


Fig. 17. 


K qui forme au point P une image de la source. En ce point est un 
prisme à réflexion totale situé entre la lentille convergente L et son 
foyer principal F. Les rayons réfléchis par ce prisme tombent sur la 
lentille L, puis sur la lame MM’, reviennent à la lentille et vont conver- 
Annales de l’École Normale. 2° Série. Tome Il. 51 
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ger en P’ au delà du foyer principal. Là se trouve l'objectif d’une pe- 
tite lunette à réticule Z, qui vise au plan focal principal F. On distingue 
ainsi à l’aide de cette lunette les franges qui se produisent dans le 
plan focal principal. 

On voit aisément que le prisme réflecteur P, qui est en réalité beau- 
coup plus petit que ne l'indique la figure, fait fonction de diaphragme. 
En effet, les rayons qui reviennent de la lame MM’ dans la direction 
Om proviennent de rayons incidents qui sont partis du prisme P dans 
une direction telle que PI, et qui ne couvrent sur la lame MM’ qu’une 
étendue à peu pres égale à celle du prisme lui-même. Ces rayons, ne 
provenant ainsi que d’une région très-petite M, produiront au point m, 
dans le plan focal, un phénomène régulier d’interférence correspon- 
dant à l’épaisseur de la lame au point M et à l’inclinaison du faisceau. 
On améliore encore le phénomène en diaphragmant un peu l'objectif 
de la lunette d'observation en P’; c’est comme si l’on réduisait les di- 
mensions du prisme à réflexion. 

Par ce moyen, on obtient de très-belles franges bien nettes et abso- 
lument fixes avec toutes les lames épaisses qui ne donnaient, par les 
procédés ordinaires, que des franges vagues et agitées. 

Le mode d’observation étant bien déterminé, j’ai essayé si le mouve- 
ment de la Terre aurait une influence appréciable. Un appareil analogue 
a celui que je viens de décrire était installé sur la table mobile autour 
d’un axe vertical, et, après avoir pointé une frange, on dirigeait l’appa- 
reil de façon que la lumière incidente marchat alternativement dans le 
sens ou en sens contraire du mouvement de la Terre. Le résultat a été 
constamment négatif, comme on s’y attendait. 

Voici, par exemple, une observation faite le 24 décembre 1871, à 
11530™ du matin. 

La lame était en flint et avait ro millimetres d’épaisseur, ce qui don- 
nait une différence de marche de plus de 50 000 longueurs d’onde. On 
a examiné avec attention la position des franges par rapport au réti- 
cule de la lunette, en dirigeant alternativement l'appareil vers l’est et 
vers l’ouest, et l’on a pu s'assurer que, s’il y avait un déplacement, il 
était certainement inférieur au dixième de la distance de deux franges 
brillantes, c’est-à-dire qu’il n’était pas la cing cent millième partie de 
la différence totale. 
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XI. — Anneaux de transmission. 


Les anneaux de transmission sont moins faciles à observer parce 
qu'ils se produisent sur un fond éclairé, les minima n’étant que de 
petits affaiblissements de lumière par rapport à l’éclairement général. 

D'ailleurs, puisque le phénomène est exactement complémentaire 
de celui des anneaux de réflexion, et que ces derniers ne sont pas in- 
fluencés par le mouvement de la Terre, il est certain que la position 
des anneaux de transmission ne sera pas non plus modifiée. 

Sans répéter les caleuls, il est facile de voir qu’en théorie les phé- 
nomènes sont identiques. 

En effet, pour produire les anneaux de réflexion, les deux ondes 
entre lesquelles s'établit une différence de marche se séparent sur la 
première face de la lame. L’une des ondes se réfléchit immédiatement; 
l’autre traverse la lame deux fois pendant que cette lame se déplace en 
vertu du mouvement de la Terre, dans le sens des rayons incidents par 
exemple. 

Au contraire, si l’on observe les anneaux de transmission, on n’a 
qu’à supposer la source de l’autre côté. La lumière incidente traverse 
d’abord la lame jusqu’à la face de sortie. Ici l’onde se partage en deux 
dont l’une suit son chemin, l’autre retourne à la face d’entrée pour s’y 
réfléchir encore. Ces deux derniers passages à travers la lame sont ab- 
solument identiques à ceux que nous avons considérés dans le cas des 
anneaux de réflexion et la différence de marche géométrique sera 
exactement la même. 

Je n’ai d’ailleurs fait aucune expérience à grande différence de 
marche avec les anneaux de transmission, parce que l’observation en 
serait tres-difficile. 


XII. — Anneaux des lames mixtes. 


On peut appeler anneaux de réfraction(') ou anneaux des lames 
miates (pour rappeler une ancienne observation d’Young) les phéno- 


(') Annales de Chimie et de Physique, 4 série, t. XXII, p. 118. 
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mènes que l’on obtient par l’interférence de deux faisceaux de lumière 
qui ont parcouru le même chemin géométrique, l’un dans lair, l’autre 
dans un milieu réfringent, ou bien encore qui ont traversé deux mi- 
lieux différents d’épaisseurs égales et inégalement réfringents. 

Pour caleuler ces phénomènes, évaluons d’abord le temps que mettra 
une onde incidente AP (fig. 18) pour aller du point A de la face d’en- 


Fig. 18. 


trée au point B de la face de sortie, situé sur la même normale. Ce 
temps est celui que mettra l'onde réfractée AR pour aller aussi du 
point À au point B, ou bien celui que met le rayon réfracté AA’ pour 
aller du point A au point C. Ce temps est 
fice ete SR A 
= U7 68 res Mr 

les lettres ayant les mémes significations que précédemment. 

Le chemin que la lumière aurait parcouru dans le vide pendant le 


méme temps 6 est 
V o> ne cosr, 


Le chemin équivalant au temps nécessaire pour traverser de la même 
manière et sous la même incidence un autre milieu d’égale épaisseur et 
d'indice de réfraction n' sera de même 


n’ecosr’, 


de sorte que la différence de marche de deux rayons qui auront tra- 
versé deux milieux différents dans ces conditions sera 


A,=e (ncosr--n'cosr’). 


aw 
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En particulier, si l’un des milieux est simplement le vide ou l’air, il 
suffira de remplacer 7’ par 1, l'angle r’ deviendra égal az, et la diffé- 


rence de marche sera 
A, = e (ncosr= cost). 


Enfin, si les lames sont normales au faisceau incident, ces différences 
de marche deviennent 
A, = e(n—-n’), 
A, = e(n—1). 


Pour faire interférer deux pareils faisceaux de lumière, on peut em- 
ployer plusieurs moyens; j’en vais indiquer quelques-uns. 

Avec une source de lumière homogène, on peut prendre un collima- 
teur à fente et une lunette astronomique, entre lesquels on place une 
lame réfringente de manière à intercepter l’une des moitiés du faisceau 
de rayons parallèles qui vont du collimateur à la lunette. 

On obtient ainsi au foyer principal de la lunette un système de franges 
qui provient de l’interférence des deux moitiés du faisceau lumineux. 
Ces franges correspondent au phénomène de diffraction produit par 
une fente étroite; elles sont d'autant plus larges que le faisceau de lu- 
mière utilisée est plus étroit. 

Si la source de lumière n’est pas homogène, les différents points du 
plan focal de la lunette sont en même temps le siége de franges 
obscures ou brillantes, provenant de différents faisceaux homogènes 
émis par la source, et, si la lame M n’est pas très-mince, on observe 
un éclairement homogène. Pour distinguer les franges, il suffit d’em- 
ployer la méthode générale de MM. Fizeau et Foucault et d’analyser par 
un spectroscope à fente le phénomène qui se produit en chaque point 
du champ : on obtient alors un spectre cannelé. 

On peut simplifier l'appareil en utilisant le phénomène des bandes 
de Talbot ('). 1] suffit pour cela de placer la lame réfringente sur l’une 
des moitiés du faisceau lumineux dans un spectroscope ordinaire, en 
ayant soin toutefois que la portion du faisceau sur laquelle. on établit 
ainsi un retard soit celle qui traverse les prismes réfringents dans le 
voisinage de l’aréte, c’est-à-dire du côté opposé à celui vers lequel s’ef- 


(') Voir Journal de Physique, t. 1, p. 182. 
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fectue la dispersion. On obtient ainsi dans le spectre les mêmes canne- 
lures que précédemment, mais avec plus de lumière, parce qu’on n’a 
besoin alors que d’une fente. 

Quel que soit le moyen employé pour produire des bandes dans le 
spectre, on ne peut pas atteindre ainsi une différence de marche assez 
grande pour la question qui nous occupe. En effet, il serait difficile 
d’apercevoir dans un spectre Sooo bandes d’interférence, et même si 
l’on y parvenait la différence de marche serait alors d'environ 5000 lon- 
gueurs d’onde pour le rouge extrême et 10 000 longueurs d'onde pour 
l'extrême violet. Avec un réseau de franges aussi serrées il ne serait pas 
possible d’apercevoir un petit déplacement. 

Le moyen qui réussit le mieux pour obtenir les anneaux des lames 
mixtes, avec de grandes différences de marche, est le réfractomètre 
interférentiel de M. Jamin. 

Lorsque les lames de cet appareil sont exactement parallèles (') et 
qu’on reçoit la lumière émergente sur une lunette, on obtient, au foyer 
principal de cette lunette, des franges d’autant plus larges que les 
verres sont plus homogènes. En interposant alors une lame réfrin- 
gente sur le trajet de l’un des deux faisceaux interférents, on ob- 
tient au foyer principal de la lunette d'observation, si la source de 
lumière est homogène, une série d’anneaux circulaires. Le centre de 
ces anneaux correspond aux rayons qui ont traversé normalement la 
lame réfringente; chacun des anneaux circulaires est dû aux différents 
systèmes de rayons parallèles qui ont traversé cette lame sous une 
même incidence. 

Les rayons des premiers anneaux sont représentés par la formule 

pea fi(m— mje = (hy 
lorsque la différence de marche est due à ce que l’un des rayons seu- 
lement a traversé un milieu réfringent. 

Si les deux moitiés du faisceau avaient traversé deux milieux diffé- 


(') Voir, pour la théorie de l’appareil de M. Jamin, Annales de Chimie et de Physique, 
4° série, t. XXIII, p. 141. 
(*) Annales de Chimie et de Physique, 4 série, t. XXIII, p. 120. 
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rents, les rayons des premiers anneaux seraient donnés par l’équa- 
tion 
nn' À 
pea A ee ETE" 

Le seul point sur lequel il y ait lieu d’insister est que les diamètres 
des anneaux sont d’autant plus grands que la longueur focale de la lu- 
nette est elle-méme plus grande. 

On peut remarquer encore que, la lame réfringente n’intervenant ici 
que par l’excès de l’indice de réfraction sur l’unité, le travail des sur- 
faces n’a pas besoin d’être aussi parfait que lorsqu'il s’agit de pro- 
duire des anneaux de réflexion ou de transmission; on verra, en effet, 
qu’il a été possible d'obtenir des anneaux réguliers avec des épaisseurs 
de verre de près de 30 millimètres. 

Pour déterminer l'influence que peut avoir le mouvement de la Terre 
sur le phénomène, il suffit évidemment d’examiner si la frange cen- 
trale qui correspond aux rayons normaux peut être modifiée. 

Supposons que l’on emploie une source mobile avec l’observateur, 
puisque c’est le seul cas pratique, et admettons que le mouvement de 
la Terre soit parallèle aux rayons incidents SA qui tombent sur la 


lame M (fig. 19). 


Fig. 19. 


[LES 


ne 


At B 


La vitesse des ondes relative à la lame est, comme nous l’avons vu 
plus haut, 


de sorte que le temps 9 nécessaire pour qu’une onde traverse la 
lame est 


® 
| & 
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En négligeant des quantités de l’ordre du carré de l'aberration, on 
obtient 


pn’ fetes tg ee" 7": 
sd tag) =¥ avi ype 


Pendant ce temps 6, la deuxième face B de la lame est venue en B’ 
et a parcouru un espace BB’ = w9. L’onde considérée est en ce point B’ 
et le chemin AB’ qu’elle a parcouru est égal a 


e+ué—e(i-+an), 


en faisant abstraction de termes négligeables. 
Le chemin parcouru pendant le même temps ©, par le rayon qui a 
marché dans l’air, est 
V0=e(n+a). 


La différence de marche A est done 
A=e(n+a)—e(1+ an) = e(n—1)(1— a). 


Comme la longueur d’onde de la lumière, en vertu du mouvement de 
translation, est devenue À (1 — a), l’ordre m de la frange obtenue sera 
donné par l'équation 


e(n—-1)(1—a)=mi(1—a), 


ou bien 
e(n—1)=m)i. 


C'est exactement l’équation qu’on aurait obtenue si l’on avait sup- 
posé la source et l'observateur immobiles. 

On arrivera évidemment au même résultat en supposant dans le 
calcul que les rayons incidents se propagent en sens contraire du dé- 
placement de la lame. 

Il en résulte done que ce nouveau genre de phénomènes doit aussi 
conduire à un système de franges absolument indépendant du mouve- 
ment de la Terre. 

On voit aussi que le déplacement des franges ne serait pas nul si 
l’on pouvait opérer avec une source fixe; ce déplacement correspon- 
drait alors au changement de période apparente de vibration. 

De même encore on serait conduit à un déplacement de franges si le 


— 
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terme U qui entre dans la formule n’était pas indépendant du mouve- 
ment de la Terre, c’est-à-dire si l’on n’acceptait pas l'interprétation que 
nous avons donnée de la formule de Fresnel. Les deux expériences qui 
suivent donneront une idée delaprécision que l’on peut atteindre. 


Première expérience. — 24 mars 1870; 10h 30" du soir. 


On s’est servi d’une lame de flint léger de ONE 2 d'épaisseur. Les 
franges sont |tres-belles, et l’on juge qu’il n’y a pas un déplacement 
d’un dixième de la distance de deux franges brillantes, lorsque l'appareil 
_est dirigé alternativement vers l’est et vers l’ouest. La différence de 
marche étant d’environ 10000 longueurs d’onde, le déplacement, s’il 
existe, n’est done pas la cent-millième partie de la différence de 
marche. 


Deuxième expérience. — 29 mars 1870; 11" 45™ du soir. 


L'expérience a été recommencée avec une lame de crown de 28 mil- 
limètres d'épaisseur environ. Il n’y avait pas un déplacement d’un 
huitième de frange quand l’appareil était alternativement dirigé vers 
l’est ou vers l’ouest. La différence de marche des deux faisceaux étant 
d'environ 24000 longueurs d’onde, il n’y avait donc pas un déplace- 
ment correspondant à la cent quatre-vingt-douze-millième ou la deux 
cent-millième partie de la différence de marche. 

Comme on le voit, c’est une quantité vingt fois plus faible quel’ aber- 
ration. 


XIII. — Expérience de M. Hoek. 


M. Hoek(') a publié récemment des expériences intéressantes par 
lesquelles il s’est proposé en particulier de déterminer le eee d’exac- 
titude de la formule de Fresnel. 

Le principe de ses expériences est le suivant : 

Deux faisceaux lumineux A et B marchent parallèlement et l’un 
d’eux A traverse un milieu réfringent M. Ces faisceaux se réfractent 


(') Archives néerlandaises, t. MI, p. 180 (1868), et t. IV, p. 443 (1869). 
Annales de l’École Normale. 2° Série. Tome III. 52 
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sur unc lentille convergente, vont au foyer principal se réfléchir sur 
un miroir et reviennent ensuite en échangeant leurs chemins; au retour 
le faisceau A’, issu du premier faisceau A, passe dans l’air, tandis que 
le second B’, issu de B, traverse le milieu réfringent. 

Si l'appareil est entièrement immobile, il est clair que les retards 
éprouvés par les deux faisceaux seront identiques à l'aller et au retour 
et que la différence de marche finale sera nulle. 

Mais si le milieu réfringent est en mouvement, dans le sens, par 
exemple, des rayons incidents, le retard imprimé par ce milieu aux 
faisceaux qui le traversent pourra n’être pas le même, et l’un d’eux 
pourra acquérir une certaine avance. Au contraire, en changeant le 
sens du mouvement du milieu, l’avance se portera sur l’autre faisceau, 
et l'on pourra observer un certain déplacement ou une production de 
franges. 

L'expérience ayant été négative, M. Hoek en conclut l’exactitude de 
la formule de Fresnel, mais sans avoir remarqué la différence qui existe 
entre cette expérience faite avec une source terrestre et l’expérience 
d’Arago où l’on employait la lumière des étoiles. Le calcul de l’expé- 
rience de M. Hoek peut, d’ailleurs, être présenté d’une manière très- 
simple. 

Supposons que le milieu M, terminé par deux faces parallèles, marche 
avec la Terre dans le sens des rayons incidents ; nous avons vu (p. 408) 
que le temps employé par une onde À à traverser cette lame est | 


e 
0—gin+a). 


Pour parcourir le même chemin relatif dans l’air, une onde du fais- 
ceau B emploiera le temps 


"= + (1+a). 


Le retard t de ces deux ondes est done 
t= 0 — 0 = (ni). 


On voit que le retard imprimé par le milieu réfringent au faisceau 
qui l’a traversé est indépendant de l’aberration a et par conséquent du 
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sens dans lequel a lieu le mouvement de la Terre. Au retour, le retard 
imprimé à l’autre faisceau sera le même, et si ces deux faisceaux A et B 
sont partis d’un méme point en concordance, ils y reviendront sans 
différence de marche. Le mouvement dela Terre ne peut donc avoir 
aucune influence sur les phénomènes observés dans cette expérience. 

Ce résultat, comme la plupart de ceux que j’ai indiqués déjà, n’est 
compatible qu'avec la formule de Fresnel. On peut le montrer aisé- 
ment. 

Supposons que la vitesse de propagation d’une onde dans un milieu 
qui est entrainé dans le même sens ait pour expression 


U=U+u— au, 


a étant une quantité que l’on déterminera de manière à satisfaire à 
l'expérience, et qui dans tous les cas est égale à l’unité lorsque l'indice 
de réfraction est égal à r. 
La vitesse de l’onde A par rapport au milieu réfringent M sera 
égale à 
U'— u, oubien U—au; 


le temps @ nécessaire pour traverser cette lame sera 


oe e re HE ae __ne et) 
=~ Von A tie SV Vids 


ou 


§6=—(n-+ naa). 


€ 
V 
L'autre faisceau B mettra pour parcourir le même chemin dans l'air 

le temps 
6’ —(1+a). 


Le retard des deux ondes sera donc 


ed NS (n—1) + Hana). 


Au retour, c’est le faisceau B’ qui sera modifié, et, comme il tra- 
52. 


412 MODIFICATIONS QU'ÉPROUVE LA LUMIÈRE 


verse le milieu M dans un sens opposé au transport de ce milieu, le 
retard des deux faisceaux sera 


(n—1)— © a(nta—t) 


Vv 


a 
As 

En définitive, le retard résultant sera égal à la différence des deux 
retards t et t,, c’est-à-dire 


(1) Fabre). 


Si l'expérience indique que ce retard est absolument nul, il joe 
en conclure nécessairement 


ou bien 


c’est-à-dire précisément la formule donnée par Fresnel. 

M. Hoek considère aussi son expérience comme un moyen de vé- 
rifier avec quel degré d’approximation le terme de correction, qui 
entre dans la formule de Fresnel, représente le changement de vitesse 
des ondes dû au mouvement du milieu réfringent. 

Si la vitesse de ce milieu s’ajoutait simplement à la vitesse de la 


lumière, on aurait 
@ —— QO, 


ce qui donnerait pour retard entre les deux faisceaux, dans l'expérience 
de M. Hoek, 


26 om e I 
a wy S000 
Si la vitesse de propagation était indépendante du transport du mi- 
lieu réfringent, « serait égal à 1; l’expression (1) donnerait alors un re- 
tard du sens contraire et égal a 


FT 
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En prenant 1,5 pour l'indice de réfraction, on obtiendrait 


I 


2e e e 
— — — 0 
V 4000 


y «(2:25 —1) = y 


42590 = 


On voit que dans le premier cas le retard de l’un des deux faisceaux 
serait la cinq-millième partie du temps que mettrait la lumière à par- 
courir dans l’air un chemin égal à l'épaisseur du milieu interposé, et 
que dans le second cas il en serait le quatre-millième, mais en sens 
contraire. Plus simplement la différence de marche serait le cinq-mil- 
lième ou le quatre-millième de cette épaisseur. 

Si cette épaisseur est de 100 millimètres comme dans l’expérience 
de M. Hoek, la différence de marche serait de 4o ou 5o longueurs 
d'onde. Comme il est certain, d’après M. Hoek, que le déplacement 
n’est pas d’une demi-longueur d’onde, il en résulte que la formule de 
Fresnel se trouve vérifiée à un centième près de sa valeur. 

(Les calculs de M. Hoek ne sont pas présentés tout à fait de cette 
manière; mais, au lieu de discuter ses raisonnements, j’ai préféré leur 
donner une forme qui me paraît plus rigoureuse, le fond restant d’ail- 
leurs le même.) 

J'ai déjà indiqué la disposition (‘) de l’une des expériences de 
M. Hoek. 

Dans un autre appareil mieux combiné, la lumiere partait d’une 
fente S placée au foyer principal d’un collimateur L, se réfléchissait 
en partie sur la première face d’un prisme P, traversait ensuite l’ob- 
jectif L’ et la fente S’d’un deuxième collimateur, puis les deux lunettes 
et lemilieu réfringent comme dans la première expérience, et revenait 
ensuite, par le collimateur S’L’, tomber de nouveau sur le prisme P. 
La lumière de retour était réfractée dans le prisme, et on l’observait 
avec une lunette. 

Cette deuxième expérience n’a pas mieux réussi que la première; 
quelque direction que l’on donnat à l'appareil, on n’a jamais aperçu 
de minima dans le spectre. M. Hoek en conclut l'exactitude de la for- 
mule de Fresnel. 

En toute rigueur, on pourrait dire que ces expériences ingénieuses 


(‘) Première Partie, p. 162. 
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de M. Hoek sont doublement négatives. Il n’est pas prouvé que, si le 
phénomène donnait lieu réellement à un retard entre les deux fais- 
ceaux, l'appareil ferait voir les bandes qui en résulteraient. En d’au- 
tres termes, on n’est pas certain que l'appareil soit suffisamment réglé 
pour montrer les bandes d’interférence qui pourront se produire. 

Supposons, en effet, que pour une certaine couleur les deux fais- 
ceaux produisent sur la fente du spectroscope dans le premier appareil 
une interférence complète. Il y aura en ce point une bande obscure ; 
mais, comme la lumière ne peut pas s’anéantir, cette bande sera bor- 
dée à droite et à gauche de deux bandes brillantes. Si l’intervalle de 
ces franges, qu’il faudrait déterminer, était plus petit que la largeur 
de la fente du spectroscope, on n’en serait pas prévenu et le spectre 
- n’offrirait en aucun cas des cannelures brillantes et obscures. II n’est 
même pas impossible que le choix de la direction des fentes n’ait été 
mal fait, que les franges produites par la lumière qui provient de 
l’un des points de la source ne soient perpendiculaires à la fente du 
spectroscope, auquel cas le spectre ne pourra déceler aucune interfé- 
rence. 

Jexagere sans doute les objections, mais on ne saurait être trop 
prudent pour tirer une conclusion d’une expérience négative. Je crois, 
par exemple, que l’expérience de M. Hoek serait singulièrement amé- 
liorée si l’on produisait artificiellement une différence de marche entre 
les deux faisceaux, en établissant une lame mince sur le trajet de l’un 
d'eux. On obtiendrait ainsi dans le spectre des bandes d’interférence, 
et il resterait à constater si ces bandes se déplacent ou sont immobiles. 

Quoi qu’il en soit, j’ai essayé de répéter cette expérience de M. Hoek 
sous une autre forme; j’y étais d'autant plus intéressé qu’à l’époque 
où j'ai fait cette tentative je croyais encore à la nécessité de modifier 
le terme principal U de la formule de Fresnel suivant le sens du mou- 
vement; dans cette hypothèse, l'expérience de M. Hoek devait donner 
un résultat positif allant jusqu’à une frange entière avec les lames dont 
je me servais. 

La disposition expérimentale que j’ai employée a été imaginée par 
M. Jamin ('). A l’aide d’une plaque de verre épaisse L (fig. 20), ar- 


(") Annales de Chimie et de Physique, 4° série, t. XXIII, p. 146. 
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gentée sur sa deuxième face, on partage un faisceau de lumière KI en 
deux autres Im’ ct Rm, dont l’un est réfléchi sur la première face et 
l’autre sur la seconde. Ces deux faisceaux, en se réfléchissant sur deux 
miroirs à angle droit m et m', échangent leurs routes, reviennent à la 


Fig. 20. 


so—4" 
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plaque L et reprennent identiquement le chemin IK, si chacun d’eux 
éprouve au retour une réflexion différente de celle qu’il a subie à 
laller. Ces deux faisceaux ainsi superposés peuvent donner lieu à des 
phénomènes d’interférence. 

Si les miroirs m etm’ sont rigoureusement rectangulaires et si leur 
intersection est parallèle à la plaque L, la différence de marche est 
nulle pour les faisceaux de toutes directions, et l’on n’obtient pas de 
franges. 

Si, les miroirs étant toujours rectangulaires, leur intersection fait 
un petit angle avec la plaque L, on apercevra, en examinant la lumière 
de retour, soit à l’œil nu accommodé pour la vision éloignée, soit avec 
une lunette pointée sur l'infini, un système de /ranges rectilignes per- 
pendiculaires à la projection de l'arête des deux miroirs sur le plan de la 
plaque L. En particulier, si la plaque est verticale et les deux miroirs 
m et m’ à peu pres verticaux, les franges seront horizontales. 

La figure indique suffisamment les autres parties de l'appareil: S est 
une source de lumière blanche, une lampe à gaz ou à pétrole; P est un 
prisme à angle très-aigu pour éliminer la lumière réfléchie sur une des 
faces; L est une des plaques épaisses de l'appareil interférentiel de 
M. Jamin; MN le milieu interposé sur le trajet de l’un des faisceaux. 
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Quand la lumière revient, elle traverse en partie le prisme P, et l’on ob- 
serve les franges avec une lunette astronomique / à réticule. Comme la 
- distance des franges est en raison inverse de l'inclinaison de l’arête des 
miroirs, on peut, par le moyen d’une vis de rappel, modifier le phéno- 
mène à volonté, et donner aux franges la largeur que permettent les 
imperfections des surfaces. 

Voici quelques-unes des expériences : 


28 juillet 1871, minuit. — 16. août 1871, 11° 30" matin. 


La lame MN était formée de quatre glaces de Saint-Gobain collées 
ensemble depuis longtemps au baume de Canada, et dont l'épaisseur 
totale était de 32 millimètres. 

L'appareil a été dirigé alternativement vers l’est et vers l’ouest sans 
donner lieu à aucun déplacement appréciable. On aurait aperçu facile- 
ment une différence de marche d’un dixième de longueur d’onde. 


19 août 1871, 11 heures du matin. 


On a pris cette fois pour milieu interposé un prisme de flint lourd 
dont les deux bases ont été travaillées avec soin. L’épaisseur ainsi tra- 
versée était 98", 5. Le phénomène d’interférence était tres-pur et le 
résultat a été absolument négatif, c’est-à-dire qu'il n’y avait pas un 
déplacement d’un dixième de frange. 

Il ne serait pas impossible de répéter l'expérience de M. Hoek avec 
la lumière d’une étoile, mais je crois que le résultat serait encore né- 
gatif. En effet, le retard de deux faisceaux, dont l’un a traversé le mi- 
lieu, a pour expression 


(n—1), 


<|% 


l'indice n étant une fonction de la période apparente de vibration. On 
voit aisément que la période apparente de vibration serait exactement 
la même pour l'aller et pour le retour des rayons et que, par suite, la 
différence serait toujours nulle. 


4 
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XIV. — Retour sur la double réfraction rectiligne ou circulaire. 


J'ai montré dans la première partie de ce travail que le mouvement 
de la Terre n’a absolument aucune influence sur la double réfraction 
du spath d’Islande ni sur le pouvoir rotatoire du quartz, quand on 
opère, bien entendu, avec une source de lumière terrestre. 

On peut conclure des observations que j’ai rapportées que le mou- 
vement de la Terre ne modifie pas de.un vingt-millième le pouvoir ro- 
tatoire du quartz, ni de un millionième la différence de marche qui 
s'établit entre les deux rayons ordinaire et extraordinaire du spath d’Is- 
lande. Il résulte de la quelques conséquences théoriques. 

Supposons qu'une lame de spath parallèle à l’axe d'épaisseur e soit 
traversée par un faisceau de lumière marchant dans le sens du mou- 
vement de la Terre, et désignons par n et n’ les indices de réfraction 
ordinaire et extraordinaire. 

Nous ne pouvons pas appliquer directement les raisonnements de 
Fresnel à la propagation des ondes, parce que le milieu n’est pas iso- 
trope et qu’il est difficile de préciser alors ce qu’il faut entendre par 
entrainement de l’éther ; mais nous pouvons admettre que la vitesse de 
l'onde ordinaire sera représentée par l'expression 


2 


U=U+u(~3), 
n 


a étant une quantité indéterminée dont il faudra chercher la valeur. 
Le temps que cette onde mettra à traverser la lame sera 


@= —=—— =F (4 2S = L(n+aa) 
qo u M wa U Ur) V # 


Si l’on représente de même par 
U’=U-+u (:- 3) 
n 


la vitesse de propagation de l’onde extraordinaire, on obtiendra, pour 
le temps 9’ que mettra cette onde à traverser le cristal, 


6' = —(n + aa). 


<| ® 
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La différence de ces temps, c’est-à-dire le retard de l’onde ordinaire 
sur l’onde extraordinaire sera 


RTE Pa 
r=0—60=5(n n') + a (a a’). 


Le retard des deux ondes à la surface de sortie n’est pas nul; comme 
elles se propagent dans l’air avec la vitesse V—u = V(1—a), la dif- 
férence de marche absolue est donc 

V (1—a) t= (1—a) [e(n — n’') + ea(a—a’)]. 

Cette différence produira, si les deux faisceaux sont ramenés à l’in- 
terférence, une frange d'ordre m donné par l’équation suivante, dans 
laquelle on a représenté par À (1— a) la longueur d’onde réelle, à cause 
du sens dans lequel marche la source : 

mi(1— a)={(1—-a)[e(n—n)+ea(a— a')], 
ou bien 
€ 
À 
© Si l’on répète l'expérience en faisant marcher la lumière incidente 
en sens contraire du mouvement de la Terre, l'ordre m’ de la frange 
obtenue sera 


m=(n—n)= + 5 a(a— a). 


m' = (n—n')-—=-al(a—a2’), 


1% 
> SIO 


et, par suite, on devra observer un déplacement » —m" donné par 
l'expression 


e 
m—m' =2a5(a—a'). 


Si l’on juge que l’expérience a démontré que ce déplacement est 
absolument nul, il faut en conclure a = a’. 

On peut bien admettre aussi que le rayon ordinaire se comporte, 
pour toutes les expériences précédentes de réfraction simple, comme si 
le milieu était isotrope : il en résulterait alors 1 = a = a’. 

Cette conséquence permet de faire une remarque importante. 
L’exces de vitesse que le mouvement du milieu imprime au rayon or- 
dinaire est 


PAR SUITE DU MOUVEMENT DE LA SOURCE LUMINEUSE, ETC. Aig 


Ive cs Q . . ° 
l'excès de vitesse que reçoit une onde extraordinaire est 


a(i— à). 
n/? 

Ces deux accroissements n'étant pas les mêmes, et leur différence 
n'étant pas très-petite, il en résulte qu’on ne peut plus les expliquer 
par les idées de Fresnel. En effet, si la vitesse de propagation des 
ondes était augmentée par cette circonstance que le milieu réfringent 
transporte avec lui l’excès de l’éther qu’il renferme sur l’éther qui 


existerait dans le même espace vide, cette augmentation de vitesse se- 


_rait la même pour les deux ondes ordinaire et extraordinaire, et l’on 
devrait avoir 


Mais alors, en dirigeant l’appareil alternativement dans le sens ou 
en sens contraire du mouvement dela Terre, le déplacement des franges 
ne serait plus nul; il aurait pour valeur 


e de en?— n” en+n! 
m—m=aa$ (a at) =2aa%—- ———_ = 2aa(n—n')- Ê 
n 


À À n° No Tr: 


(2 
>? 


Comme la différence de marche pour l'appareil en repos est (n — n’) 5 


la fraction dont cette différence serait modifiée est 


(HE) 
2aa . 
n°? 


En remplaçant dans cette formule les indices du spath par leurs va- 
leurs connues et le coefficient a par l'unité, la fraction devient 


Ska, 23:40 1 4 
= = +—— environ. 
10000 2,548 10000 4000 


Une telle quantité n’aurait certainement pas échappé dans les ex- 
périences. On aurait donc dû observer un déplacement d’une frange 
pour une différence de marche de 4000 longueurs d’onde, ou bien 
de vingt franges pour une différence de marche de 80 000 longueurs 


d'onde. Dans ces conditions, le moindre changement de direction 
5a 
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que l’on donnerait à l’appareil se traduirait par un déplacement de 
franges, et il est certain que rien de pareil n’a lieu. 

Il semble résulter de là que, pour calculer l’influence des milieux 
pondérables, il est nécessaire d’avoir recours à d’autres considérations 
que celle du transport partiel de l’éther, comme le faisait Fresnel. Je 
laisse ce soin aux mathématiciens. 

Le pouvoir rotatoire du quartz conduirait exactement aux mêmes 
conséquences. En effet, la rotation que ce cristal imprime au plan de 
polarisation des rayons qui le traversent dans la direction de l'axe 
dépend, d’après l'interprétation de Fresnel, de la différence de marche 
qui s’établit entre deux rayons polarisés circulairement, issus du rayon 
incident polarisé et qui se propagent avec des vitesses différentes. 

L’expérience ayant démontré que la rotation du plan de polarisation 
n’est nullement influencée par le mouvement de la Terre, il en résulte 
que les deux rayons circulaires n’éprouvent pas le même changement 
de vitesse par suite du mouvement du milieu, et que l’on doit appliquer 
à chacun d’eux la formule de Fresnel, dans laquelle on introduira l’in- 
dice de réfraction particulier à chaque rayon circulaire. 


La conclusion générale de ce Mémoire serait donc (si l’on fait 
abstraction de l'expérience de M. Fizeau sur la rotation du plan de po- 
larisation par des séries de piles de glace) que le mouvement de trans- 
lation de la Terre n’a aucune influence appréciable sur les phénomènes 
d’optique produits avec une source terrestre ou avec la lumière solaire, 
que ces phénomènes ne nous donnent pas le moyen d’apprécier le 
mouvement absolu d'un corps et que les mouvements relatifs sont les 
seuls que nous puissions atteindre. 


ae 
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SPECTRE NORMAL DU SOLEIL. 
PARTIE ULTRA-VIOLETTE, 


Par M. A. CORNU, 


PROFESSEUR A L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE. 


Tous les physiciens connaissent la belle description des raies som- 
bres du spectre solaire de M. Angstrôm et les planches remarquables 
qui résument ce travail; outre leurs qualités de précision et de netteté, 
ces belles planches ont un autre mérite, celui de conduire les phy- 
siciens et les astronomes à adopter l’échelle des longueurs d’onde, 
pour la définition des raies et des radiations, au lieu des échelles arbi- 
traires introduites par les premiers spectroscopistes. 

Le Mémoire de M. Angstrôm ne s’étend qu’au spectre visible. Je me 
suis proposé de compléter ce travail par l’étude du spectre dans la 
partie ultra-violette, jusqu’à la limite à laquelle on parvient avec les 
instruments d’optique en usage dans les laboratoires, et de composer 
une planche faisant suite à celle de M. Angstrôm, c’est-à-dire classant 
suivant l’échelle des longueurs d’onde les raies sombres du spectre 
ultra-violet. 

J'ai eu pour me guider dans ce travail, entrepris d’ailleurs en vue 
de recherches de Physique solaire (‘), outre les Mémoires de M. Ed. 
Becquerel, la thèse deM. Mascart. Ce travail, le plus complet jusqu’à ce 
jour, renferme une description détaillée du spectre ultra-violet, obtenu 
par la photographie; les raies sont classées d’après leurs déviations pro- 
duites par le prisme employé et représentées par une planche qui résume 
toutes les mesures; mais cette planche, outre l’inconvénient de l’em- 
ploi d’une échelle arbitraire, a le défaut de rendre imparfaitement 


(') Voir les Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. LXXUT, p. 332; juillet 1871. 
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l'effet des groupes de raies, de sorte qu’il est tres-difficile d'établir 
la concordance des raies avec les épreuves photographiques (*). 

Dans le travail que je présente aujourd’hui (?), j'ai cherché, indépen- 
damment de la classification plus rationnelle des raies, à représenter le 
plus fidèlement qu'il m'a été possible de le faire l'aspect général des 
groupes, afin de faciliter aux physiciens l'établissement de cette con- 
cordance, capitale dans les études spectroscopiques. 

Je n’ai pas poussé l'étude du spectre ultra-violet aussi loin que 
M. Mascart, parce que j’ai tenu à conserver les appareils ordinaires des 
laboratoires, dont les objectifs en crown et flint-glass absorbent les ra- 
diations très-réfrangibles, mais qui sont, ainsi qu'on va le voir, d’un 
maniement plus facile que les appareils en quartz. Toutefois, j'ai pu 
constater que dans cette étude du spectre ultra-violet on pouvait, avec 
ces appareils, aller notablement plus loin qu’on ne le croyait généra- 
lement. En effet, l’absorption due aux objectifs n'empêche pas de pho- 
tographier les raies ultra-violettes jusqu’à P et même jusqu’à Q (nota- 
tions de M. Ed. Becquerel et de M. Mascart) dans un spectre de 
diffraction : avec un prisme de spath d'Islande, on atteint la raie P; 
avec un prisme de flint ordinaire, la raie O. 

L’emploi des objectifs achromatiques des goniomètres ou des spec- 
troscopes présente un avantage considérable sur celui des objectifs de 
quartz; la variation de foyer des divers rayons est très-petite, et le 
champ angulaire dans lequel la netteté reste suffisante est relativement 
tres-grande. 

Il en résulte que, dans des recherches courantes sur les radiations 
chimiques où l’on n’aurait pas besoin d’aller jusqu’à la limite des raies 
observables, on a tout avantage à employer les objectifs achromatiques 
ordinaires : ainsi, avec un bon goniomètre dont les lunettes ont 30 à 


(') I ne faudrait pas croire que le renversement, c’est-à-dire l'apparence négative des cli- 
chés, soit génant ; après quelques minutes d'observation, on compare très-bien une épreuve 
négative à un dessin positif : on se guide sur la forme et l'intensité relative des groupes de 
lignes et non pas sur leur éclat absolu. 

(*) La minute de la planche qui accompagne ce Mémoire a été présentée à l'Association 
francaise pour l'avancement des Sciences, en septembre 1872, au Congrès de Bordeaux (voir 
le volume des Comptes rendus de la session de Bordeaux, p. 300) : le retard dans la publica- 
tion de ce Mémoire et surtout de la gravure de la planche provient de causes indépendantes 
de ma volonté, 
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4o centimètres de distance focale, un prisme de spath d'Islande bien tra- 
vaillé, il suffit de trois clichés photographiques ayant chacun une éten- 
due angulaire de 4o minutes pour obtenir toute la partie du spectre 
chimique comprenant les raies À, H, K, L, M, N, O. 

La finesse des détails dépend entièrement de la perfection du prisme; 
avec un bon prisme elle atteint un degré étonnant : les clichés peu- 
vent supporter un grossissement de bo fois, c’est-à-dire 5 à 6 fois celui 
de l’oculaire de la lunette. 

Au point de vue expérimental, j’ai adopté la marche indiquée par 
M. Mascart, à savoir l'emploi de la plaque photographique au foyer de 
la lunette d’un spectroscope formé par un seul prisme; toutefois, j'ai 
changé le dispositif : au lieu d'introduire une très-petite glace collo- 
dionnée jusque dans le plan du réticule, j’ai trouvé plus commode 
d'employer un porte-plaque extérieur qu’on introduit aussi à la place 
de l’oculaire. Cette disposition dispense de tailler des verres circu- 
laires, dont la dimension est si petite que la manipulation photogra- 
phique devient difficile; de plus, elle permet de placer la petite glace 
collodionnée sur un châssis glissant à coulisse et d'obtenir ainsiplusieurs 
épreuves sur la même glace. Il est vrai aussi qu’on n'utilise plus le réti- 
cule; mais, en général, on n’en a pas besoin, et si le besoin s’en fait 
sentir, on verra plus loin comment on obtient des repères équivalents. 

J'ai exécuté trois séries de clichés photographiques de spectres pro- 
duits : 

1° Par un réseau de Nobert; 

2° Avec un prisme de flint; 

3° Avec un prisme de spath d'Islande (rayon ordinaire). 

La série obtenue avec les réseaux a permis de déterminer directe- 
ment la longueur d’onde de 36 raies principales; les deux autres ont 
fourni des spectres plus dispersés ou plus étendus, lesquels, par la finesse 
de leurs détails, ont servi à compléter les observations précédentes. 


Voici le détail d’une opération : 


I. Manipulation photographique. — Le procédé photographique a 
été simplifié autant que possible : le collodion employé était celui du 
commerce; il faut le commander un peu plus épais ou attendre qu'il 
le devienne; on perd, il est vrai, en sensibilité, mais on gagne en 
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vigueur pour les clichés. Le bain d’argent contient 73 pour 100 de 
nitrate d’argent; le révélateur est formé de 1000 grammes d'eau, 
30 centimetres cubes d'alcool, 30 centimètres cubes d'acide acétique 
cristallisable, et 6o centimètres cubes d’une solution saturée de sulfate 
de fer. On renforce avec quelques gouttes d’un vieux bain à 5 pour 100 
et avec le révélateur; on fixe au cyanure, avec lequel on risque peu 
de tacher les épreuves, quand on opère à la hâte. 

Les clichés sont séchés et vernis (vernis Sæhnée). 


Il. Mise au point. — La difficulté principale qu’on rencontre dans ces 
expériences, c’est la mise au point. Voici le procédé très-simple que 
j'ai suivi. Le tirage de la lunette étant gradué en millimètres, on con- 
struit la courbe empirique dont les ordonnéesreprésentent la graduation 
du tirage de la lunette pour chaque raie principale du spectre visible, 
mise au point sur le réticule, et dont les abscisses sont la déviation mi- 
nima de la raie. La lunette étant achromatique pour lesrayons visibles, 
cette courbe empirique a la forme d’une parabole dont le sommet cor- 
respondrait au milieu du spectre : les rayons dont la distance focale est 
minima sont les rayons verts voisins de b. Les rayons chimiques pré- 
sentent dès lors des distances focales croissant avec leur réfrangibilité, 
mais tres-lentement au début; grace à leur visibilité, on peut donc 
les suivre optiquement jusqu’à la raie H et prévoir par extrapolation 
graphique les tirages qu’il faudra donner à la lunette pour amener 
dans le plan du réticule le foyer d’une radiation plus réfrangible, cor- 
respondant à une déviation donnée. Comme la plaque sensible n’est 
pas placée dans le plan du réticule, mais en arrière, de toute l’épaisseur 
du porte-plaque, on diminue le tirage, c’est-à-dire les ordonnées de la 
courbe de cette quantité, et la courbe empirique peut servir à la mise 
au point photographique. 

Pour faire cette correction d’une manière simple et rigoureuse, on 
enlève l’oculaire et on le remplace par le porte-plaque muni d’une 
glace sur la surface de laquelle sont tracés quelques traits au diamant, 
sur la face même où devrait être la couche sensible. A l’aide d’une 
loupe très-forte, on vise par transparence un groupe de raies très-fines, 
par exemple le groupe G, et l’on règle le tirage de manière à amener 
les traits exactement dans le plan focal de ces rayons. On recommence 


ae. 
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la même opération en rétablissant l’oculaire et en visant sur le fil 
du réticule : la différence des deux lectüres du tirage dans ces deux 
cas donne exactement l'épaisseur optique du porte-plaque, c’est-à-dire 
la correction à faire subir aux ordonnées de la courbe empirique. On 
vérifie photographiquement cette opération en remplaçant la plaque 
striée par une glace collodionnée et l’on rectifie, s’il y a lieu, en faisant 
des essais à 2 de millimètre en avant ou en arrière du tirage calculé. 

La courbe une fois construite pour la partie visible du spectre chi- 
mique permet d’obtenir sans tatonnements les clichés de cette partie du 
spectre. Pour les rayons invisibles ultra-violets, on prolonge à vue l’élé- 
ment de courbe graphique jusqu’à l’abscisse choisie, c’est-à-dire jusqu’à 
la déviation des rayons qui doivent occuper le milieu du champ, et on lit 
l’ordonnée ou graduation correspondant au tirage. On fait une épreuve 
et l’on examine si la netteté la plus grande est bien au milieu du champ; 
s’il en est ainsi, le réglage est bon, sinon on détermine à l'inspection 
de l’épreuve la déviation de la région la plus nette et l’on rectifie le 
prolongement de la courbe des tirages : une seconde épreuve donne 
alors à coup sûr un résultat complétement satisfaisant. 

On procède ainsi de proche en proche, en s’arrangeant de manière 
que deux clichés successifs présentent une partie commune, afin qu’on 
puisse les raccorder avec certitude. 


Ill. Signes de repère sur les clichés. — Ayant été conduit, par le dis- 
positif adopté, à rejeter l’emploi du réticule, j’ai di chercher des 
moyens de tracer desrepères sur les épreuves ; voici les deux qui m’ont 
paru à la fois les plus commodes et les plus précis : 

1° On fixe la lunette en un point du cercle dont on note l’azimut A 
tel que la raie principale à observer soit sensiblement dans le milieu du 
champ; puis, quand l'épreuve est terminée, on ramène la lunette dans 
la déviation du collimateur, de manière à recevoir l’image directe de la 
fente. Pour éviter de troubler le milieu du champ par la formation de 
l’image de cette fente et pour se ménager une échelle de proportion 
angulaire, on cale la lunette dans deux positions symétriques, distantes 
de 20 minutes du rayon central, dont l’azimut approché est Aj, et 
dans chacune des deux positions on impressionne la glace sensible. Le 


eliché présente alors la série des raies et de chaque côté deux lignes 
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noires, images directes de la fente, qui sont les deux repères; il est fa- 
cile de voir que la raie idéale qui se trouverait au milieu exact des deux 
repères correspondrait rigoureusement à la déviation mesurée par 


À (ASEAN) Sa a 


La distance des deux repères donne en même temps l’échelle de pro- 
portion du cliché, ou valeur linéaire correspondant à l'intervalle angu- 
laire de 4o minutes. : 

Cette méthode s’applique parfaitement aux épreuves des spectres 
obtenus avec des réseaux ou avec des prismes, mais à la condition que 
ces pièces soient bien construites; si les réseaux offrent des erreurs 
systématiques dans leurs traits, si les faces du prisme ne sont pas opti- 
quement planes, le foyer des rayons diffractés ou réfractés ne se forme 
plus dans le même plan que celui des rayons directs, et alors les repères 
n’ont plus la finesse qui fait leur précision : toutefois, un dépointement 
dans le foyer de 2 à 3 millimètres fournit encore des résultats satisfai- 
sants. Si la différence de foyer dépasse cette limite, il faut employer la 
méthode suivante, plus précise encore, mais d’un usage un peu moins 
commode. 

2° On utilise les images déviées à droite et celles déviées à gauche; 
on fait sur chaque cliché une double épreuve : à ceteffet, on couvre la 
moilié supérieure de la fente et l’on fait une épreuve en photographiant 
les rayons déviés d’un côté en plaçant la lunette à l’azimut A,; on répète 
la même opération en plaçant la lunette à l’azimut A_, symétrique 
par rapport au rayon central, de manière à photographier les mêmes 
rayons, mais déviés de l’autre côté, et en découvrant l’autre moitié de 
la fente. On obtient ainsi un cliché où le même spectre se trouve dis- 
posé suivant deux positions inverses. 

Le milieu des deux images de chaque raie est le même pour toutes: 


eye ‘ ae a TE | à : 
ce milieu correspond à la déviation ———: Ce mode opératoire a le 


double avantage d’offrir une seconde épreuve qui sert de contrôle, et de 
présenter une vérification pour les deux mesures micrométriques d’une 
même raie. 

L’échelle de proportion ne se trouve pas sur l’image comme dans la 
méthode précédente; il faut faire une seconde épreuve avec une dévia- 
tion différente pour l'obtenir. 
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Dans le cas où l’on veut employer le minimum de déviation du réseau 
ou du prisme, il est nécessaire de disposer sur la plate-forme centrale 
ou sur l’alidade mobile un petit cercle auxiliaire qui permet de dé- 
placer la pièce de la moitié de l’angle dont tourne la lunette. 


IV. Examen et amplification des clichés. — Les épreuves développées 
et fixées sont ensuite examinées avec un microscope grossissant de 25 
à 100 fois, dont la plate-forme porte un chariot à vis micrométrique 
permettant de relever la position relative des raies. Dans d’autres cas, 
on adapte au microscope une chambre claire dite d’Oberhauser, proje- 
tant sur une feuille de papier blanc l’image du cliché : en suivant avec 
la pointe d’un crayon les traits de l’épreuve, on peut obtenir une image 
amplifiée des raies spectrales et les relever graphiquement avec un 
compas; je dirai plus loin dans quel cas je me suis servi de l’une ou 
de l’autre de ces deux méthodes d’examen et d'amplification. 

Enfin, comme auxiliaires fort commodes, j'ai exécuté des épreuves 
amplifiées de ces petits clichés avec un grossissement variant de 12 à 
25 diamètres. A cet effet le microscope était renversé horizontalement, 
- Voculaire enlevé et le cliché fixé au porte-objet était éclairé par la con- 
centration de rayons solaires; l’image du cliché venait se peindre dans 
l’intérieur d’une chambre noire à portraits dont l’objectif était enlevé : 
onrecevait cette image, rendue moins intense et plus monochromatique 
par l’interposition d’un verre bleu en avant de la lentille de concen- 
tration, sur une glace collodionnée. 

De cette manière, on se procure des clichés positifs, visibles sans 
loupe, où l’on peut étudier et dessiner sans fatigue l’effet des groupes 
de raies des épreuves; des épreuves sur papier, obtenues avec ces cli- 
chés, sont tres-utiles dans les carnets d’observation lors des mesures 
micrométriques, pour définir les raies qu’on relève et éviter les confu- 


sions. 
Relevé des observations. 


Le but à atteindre était la détermination des longueurs d’onde de 
toutes lesraies ultra-violettes observables, et l’opération fondamentale a 
consisté dans le relevé micrométrique des clichés obtenus avec les ré- 
seaux. Il eût été très-désirable de relever toutes les raies sur ces cli- 
chés ; maisle faible pouvoir optiqueet les défauts inévitables des réseaux 
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introduisent une certaine confusion dans les images des raies. Cette 
imperfection des images n'empêche pas la précision du pointé des raies 
bien isolées, malgré le léger estompement des bords, mais elle efface 
les détails des groupes de raies un peu fines; en un mot, le spectre des 
réseaux est notablement inférieur à celui des prismes; de plus, la dis- 
persion des réseaux étant proportionnelle à la longueur d'onde est pour 
les radiations très-réfrangibles beaucoup moins avantageuse que celle 
des prismes, qui est sensiblement proportionnelle à l'inverse du carré 
de la longueur d’onde. 

Il a donc fallu se contenter de mesurer les longueurs d’onde des raies 
principales, sauf à demander aux clichés des spectres prismatiques les 
détails intermédiaires et même le contrôle de la simplicité des raies fon- 
damentales. _ 

Le réseau de Nobert dont je me suis servi appartient au Cabinet de 
l'École Polytechnique; il est formé de 1801 traits tracés au diamant; la 
distance du premier au dernier égale 6,762, d’après quatre mesures 
concordantes effectuées avec la vis d’une machine à diviser de Bianchi 
et rapportées à un mètre de Lenoir. L’incertitude causée par les diffi- 
cultés de subdivision d’une grande unité, de comparaison aux types, 
des effets de la dilation, etc., fait que je ne pourrais pas répondre de 2 à 
3 unités sur le quatrième chiffre; on en déduit, pour l'intervalle de 
deux traits, 

a = 0"®,003762. 
Comme je n’avais pas en vue une détermination absolue des longueurs 
d’onde, mais plutôt la continuation du travail d’Angstrém, je n’ai con- 
sidéré cette mesure que comme une vérification des opérations ulté- 
rieures, et j'ai déduit la constante de mon réseau de la comparaison de 
déviations de six raies principales avec les longueurs d’onde données 
par le savant suédois. 

Le plan du réseau se règle normalement aux rayons incidents, en se 
servant de la réflexion normale à l’axe optique de la lunette pointée 
exactement sur le collimateur; à cet effet, on emploie un oculaire 
nadiral, semblable à ceux qu’emploient les astronomes pour viser sur le 
bain de mercure, ou simplement une lame de glace inclinée à 45 degrés, 
qu'on place devant le réticule après avoir ôté l’oculaire : on peut alors, 
en projetant de la lumière suivant l’axe, mettre en coincidence le réti- 
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cule avec son image réfléchie sur la face du réseau qui porte les traits; 
cette coincidence s’observe avec une grande précision à l’aide d’une 
loupe qui permet d’examiner le réticule à travers la glace sans tain. 

Je mesurais la double déviation Ÿ du spectre du second ordre, qui 
était tres-brillant et très-pur, laquelle satisfait à la formule 


2 sind=A, 
> 


Voici le résumé des observations : 


20 À (Angstrom). log Ces = £): 

Paie Cot. am 40.50.48 656,20 3,27428 
Raie D (plus réfrangible). 36.30. 3 588,89 3,27425 
Raie b, (isolée)........ 31.59.54 519,30 3,27426 
Rue re pu. 29.57.30 486 ,06 3,27430 
RAC Ter. 5... 000 26.57.12 438 , 26 3,27426 
Ralenddfer,::,..:7 00% 25.58.24 422,63 3,27431 

Moyenne....... 3,27428 


log= —3,25420, 


a * . et . . Al 
= 1880,5 millioniémes de millimétre. 


La mesure directe m’avait donné o,00188r. 
. a . : nee 
La moyenne du logarithme de = est le facteur qui a servi ultérieu- 


rement à tous les calculs pour déduire les longueurs d’onde des dévia- 
tions observées optiquement ou chimiquement. 

Il reste à dire quelques mots du mode de calcul employé pour la ré- 
duction des clichés. Chacun de ces clichés porte un numéro particu- 
lier, qui correspond sur le carnet d’expériences aux déviations des 
deux repères tracés photographiquement, suivant la méthode décrite 
plus haut. 

Voici, par exemple, le calcul de la longueur d’onde de la raie G 
(A = 430,72 Angstrom), d’après le cliché X,. 


Azimut Azimut 
des repéres. de la déviation. 
i: nr 0° + 20’ 
Cliché X,........ 9 75° 45"; 


go° — 20” 
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yo . pines 13°38’ 
d’où l’on conclut que les repères correspondent aux déviations | ||, xx, 
(la confusion entre les deux n’est pas possible, car on sait, d’après la 
position du cliché sur le goniomètre le sens des déviations crois- 
santes). Les longueurs d’onde qui correspondent à ces repères sont 


441,66 et 420,36, en appliquant la formule = sin RE & 


Le cliché a été placé sur le chariot du microscope et avec la vis mi- 
crométrique on a amené successivement les raies les plus importantes 
ainsi que les deux repères : la mesure a été répétée en tournant la vis 
en sens inverse. La moyenne des deux pointés a donné : 


Premier repère.... 37,622 A= 420,36 
Diff. 4,921 
HIS Gis slvr non 425 04S x & 
Diff. 5,106 
Deuxième repère.. 47,649 441,66 
Diff. des repères. 10,027 Diff. 21,30 


Le cliché correspondant à 13 degrés de déviation moyenne et ayant 
une étendue de 4o minutes, on peut admettre que dans ce petit inter- 
valle les longueurs d’onde varient proportionnellement aux distances 
des repères : d’où l’on conclut la proportion qui donne la longueur 
d'onde par la raie G, 

x — 420,36 _ 4,921 


21 3000 10,02 


2 73650 - 


Il y a toutefois une petite correction à faire si l’on veut rapporter ces 
nombres à ceux qu’on obtient optiquement; en effet, dans ce mode opé- 
ratoire, on n’observe la déviation que d’un seul côté et d’une manière 
dissymétrique : on peut donc craindre une petite erreur constante 
provenant à la fois de cette cause et de la différence des modes d’ob- 
servation. C’est ce que j’ai aperçu en déterminant successivement la 
longueur d’onde des mêmes raies par le procédé optique et le procédé 
photographique : la région violette autour de la raie G se prête très- 
bien à ces mesures. La correction est d’ailleurs très-faible et sensible- 
ment constante; sa valeur moyenne est de — 0,10 ou 70 en valeur 
absolue. Les valeurs corrigées sont données dans le tableau suivant, 
sous le nom de valeurs définitives. 
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Tableau des déterminations optiques et photographiques des longueurs d’onde 
du spectre solaire. 


VISION 
DIRECTE. 


| 


C 656,20 
D, 588,92 
MOIS, 32 
F 486,05 
» 438,26 
G 2 

» 422,60 


~ 


D’APRES 
MASCART. 


H 396,72 


n 


Ww 


N 358,02 


WW 
O 344,01 
P 336,02 


RELEVE DES CLICHES 
Xq, X,, Ka X,, XY, Xi. 


414,38  X: 
" 411,91 
410,20 
407,21 
406,39 
404,61 
403,09 
400,54 
398,71 
H, ou H 396, 86 

395,31 
H, ou K 393,39 

392,31 

390,58 

389,57 


D'APRÈS 
ANGSTRÔM. 


C 656,20 
D, 588,89 
b, 518,30 
F 486,06 

438,26 
G 430,72 
» 422,63 


hk 410,12 
407,10 
406, 29 
404,50 
402,93 
400,46 
398, 80 

H, 396,82 

395,15 

393,30 


VALEURS 
DÉFINITIVES. 


410,10 
407,11 
406,29 
oh, 51 
102,99 
400,44 
398,61 
396,76 
395, 20 


(*) Raie du magnésium correspondant à 4, du spectre visible. 
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Ce tableau renferme les résultats déduits directement de chacun des 
clichés X,, X,, XX 3» X4>%¢ (')- Les clichés successifs offrant toujours 
deux à deux une partie commune, le raccordement s'effectue sans au- 
cune confusion : on remarquera à ce propos la concordance remar- 
quable des déterminations communes. | 

On a rapporté la série des raies observées optiquement : deux d’entre 
elles sont communes au cliché X, et donnent la valeur approchée de la 
correction: cette correction est donnée d’une manière plus complète 
par la comparaison des nombres d’Angstrém (qui s'accordent complé- 
tement avec les résultats optiques, d’après ce qui a été dit plus haut) 
avec ceux déduits des clichés jusqu’à la raie K (ou H, de là planche 
d’Angstrôm). 

Telles sont les observations fondamentales qui m’ont permis de déter- 
miner les longueurs d’onde de toutes les autres raies, au nombre d’en- 
viron 650. 

On remarquera pour la partie ultra-violette l’accord qui existe entre 
mes déterminations et celles que M. Mascart a faites des raies H, K, L, 
M, N, O, P. J'ai adopté d’ailleurs les mêmes notations pour les raies. 


Tracé de la Planche. 


Pour réunir sur un dessin toutes les raies observées, j'ai commencé 
par tracer à la machine à diviser une échelle millimétrique sur une 
feuille de carton de Bristol; un premier canevas de raies a été tracé 
avec les 36 raies du tableau précédent, dont les longueurs d’onde ont 
été déterminées directement. L’échelle adoptée est la même que celle 
d’Angstrém, à savoir 1 centimètre pour un millionième de millimetre; 
les raies intermédiaires ont été obtenues par interpolation, d’après les 
clichés des spectres prismatiques, dont la finesse est supérieure à celle 
des spectres de réseaux. 

J'avais commencé à relever au micromètre les raies des clichés de ces 
spectres fournis par les prismes, mais j’y ai bien vite renoncé pour 


Se ES Len TS ee lee ut 


(") Ces clichés ont été obtenus à Paris le 5 mai 1871, à l'exception du dernier, qui l’a été 
le 7 : il est bon de fixer la date de ces épreuves, depuis que les physiciens et les astronomes 
soupçonnent quelque variation lente dans la constitution solaire. 


PE 
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deux motifs : le premier, c’est que le nombre des raies est si grand 
qu’on ne sait plus sur le carnet d’expérience comment les désigner sans 
les confondre et sans faire d’erreurs de pointés; le second, c’est que 
tout ce travail ne servirait qu’à donner une exactitude illusoire, puis- 
qu'on peut à peine compter sur une approximation de 0,05 dans la 
mesure absolue des longueurs d’onde, c’est-à-dire un demi-millimètre 
sur le tracé graphique. 

J'ai pensé qu’il valait bien mieux porter tout le soin vers la repro- 
duction de l’aspect ou effet de chaque groupe de raies plutôt que sur la 
position absolue de chacune d’elles : en un mot qu’une erreur dans les 
intervalles relatifs d’un groupe était beaucoup plus préjudiciable qu’un 
déplacement égal du groupe tout entier. J’ai donc choisi un moyen de 
relevé qui permit d’avoir toujours une vue d’ensemble sur les groupes : 
c’est ce que donne l’emploi de la chambre claire décrite plus haut. 

Les clichés obtenus avec un prisme de flint assez dispersif ont été 
amplifiés environ 75 fois et les dessins raccordés très-exactement sur 
la même épure, dont le développement atteignait 3 mètres depuis la 
raie 2 jusqu’à O. Sur cet énorme spectre ('), où les raies les plus fines 
et les plus serrées ont été reproduites, j’ai commencé par un premier 
travail de mise à l’efet des groupes, soit en forçant la couleur de 
l'encre, soit en employant le lavis pour représenter les raies estom- 
pées ou les régions à fond plus sombre : pour me guider, les positifs 
amplifiés étaient d’un grand secours. 

A l’aide de ce premier dessin, sur lequel les raies étaient rangées sui- 
vant la dispersion prismatique, j’ai pu, avec un simple compas de pro- 
portion, exécuter une véritable interpolation graphique entre les 
36 raiesfondamentales. L’échelle de proportion variait progressivement 
d’un intervalle à l’autre; mais la distance des raies fondamentales 
avait été choisie de manière que dans aucun cas l’erreur due à l'emploi 
du compas ne s’élevat à de millimètre. Une courbe empirique avait 
d’ailleurs été construite pour bien se rendre compte de cette varia- 
tion et une échelle particulière tracée sur le compas de proportion 
facilitait beaucoup cette opération graphique. 

La partie la plus réfrangible du spectre entre N et O a été relevée 


(*) La distance des deux raies H (nommées H et K) était d'environ 12 centimètres. 
Annales de l’École Normale, 2° Série. Tome III. 55 
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surtout à l’aide de clichés obtenus avec le réseau et le prisme de spath 
d’Islande; l’absorption du prisme de flint était trop considérable pour 
que les détails fussent suffisamment nets (*). 


En somme, la Planche qui résume ce travail peut étre considérée 
comme formant suite aux Planches du Mémoire d’Angstrém : j'ai 
adopté les mémes conventions et déduit de ses nombres la constante 
de mon réseau. La finesse des détails me parait étre au moins du méme 
ordre dans l’ensemble du spectre : elle est même beaucoup plus grande 
pour les environs des raies À, H; mais cela n’a rien qui doive étonner, 
car l’œil arrive à la limite de sensibilité dans cette région, tandis que 
le collodion iodobromé est, au contraire, extrémement sensible pour 
ces radiations. 

Enfin, comme erreur probable dans la position des raies par rapport 
aux repères, je ne crois pas que le dessin atteigne 0,03, c’est-à-dire 
un tiers de millimètre ; en valeur absolue, ces repères ou raies fonda- 
mentales ne doivent pas s’écarter de 0,10 de leur vraie valeur. 


(') L’aspect des groupes a été copié sur des clichés obtenus avec un prisme de flint, en 
mai et juin 1871 pour la plus grande partie du spectre : la partie la plus réfrangible a été 
revue sur des clichés obtenus avec un prisme de spath d'Islande (rayon ordinaire), en 
mai 1872. Je crois utile de fixer ces dates, afin de permettre plus tard de reconnaître les 
changements d’aspect des groupes, suivant les phases de l’activité solaire. Ces changements 
sont déjà visibles lorsque l’on compare les Planches de Kirchhoff avec celles d’Angstrém et 
avec l'apparence actuelle du spectre solaire. Comme exemple de ces changements, je citerai 
l'existence de deux raies ou plages brillantes, figurées sur la Planche par deux petits cercles 
(A = 388,15, ’= 388,55) très-visibles sur les clichés de 1871, qui sont beaucoup moins ap- 
parentes sur les clichés de 1872. 
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LA TEMPÉRATURE DU SOLEIL. 


(Extrait d’une Lettre de M. J.-L. Sorer à M. H. SAINTE-CLAIRE DEVILLE.) 


« Genève, 14 octobre 1874. 


» Pai lu avec un très-grand intérêt les Notes sur la température du 
Soleil, que vous avez communiquées à l’Académie au nom de M. Violle, 
savant distingué, qui, à côté de ses travaux originaux, s’est acquis un 
titre à la reconnaissance de tous les physiciens par la part importante 
qu’il a prise à la publication des Œuvres de Verdet. Vous vous rappelez 
peut-être que je m'occupe depuis plusieurs années de recherches pré- 
sentant, quant aux moyens d'observation, une grande analogie avec 
celles de M. Violle. J’en ai déjà fait connaître quelques résultats (') et 
j'espère pouvoir en faire prochainement l’objet d’une publication plus 
complète, que j'ai dû ajourner parce qu’il me restait à déterminer une 
correction assez difficile à obtenir. 

» Ces mesures de l’intensité calorifique de la radiation solaire ont, 
je le crois, un assez grand intérêt à divers points de vue; mais je doute 
que, dans l’état actuel de la science, elles puissent conduire à la déter- 
mination de la température du Soleil. 

» Le principe de l’appareil, ou actinomètre, successivement em- 
ployé pour ces observations, d’abord par Pouillet, qui a bientôt adopté 
une méthode différente, puis par M. Waterston, le R. P. Secchi, 
M. Ericson, M. Violle et moi-même, consiste à placer un thermomètre 
à boule noircie dans une enceinte dont la température 0 est connue. Un 
trou percé dans cette enceinte laisse pénétrer un faisceau de rayons 


(!) Voir Comptes rendus de l’Académie des Sciences, 1867, t. LXV, p. 526, et 1868, 
t. LXVI, p. 810. — Comptes rendus de l'Association française pour l'avancement des 
Sciences, 1"° session, 1872, p. 282. 
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solaires tombant sur le réservoir du thermomètre qui prend une tempé- 
rature £. 

» Pour pouvoir déduire de cette observation la température du So- 
leil, il faudrait avant tout connaître la loi du rayonnement de la cha- 
leur à des températures très-élevées. Ona tantôt admis la loi de Newton, 
tantôt celle de Dulong et Petit; or ni l’une ni l’autre ne sont exactes 
pour les hautes températures : : c’est ce in me paraît résulter très-net- 
tement d’une série d'expériences que j'ai fait connaître il y a deux 
ans ('). Permettez-moi de vous en rappeler les résultats en renvoyant, 
pour les détails, aux Notes que) ai publiées. 

» Avec l’actinomètre que j'ai employé, la radiation solaire à Genève 
produit un excès de température ¢— 9 qui dépasse 14°,5. Si, au lieu 
d'exposer l’actinomètre au Soleil, je dispose un disque de zircone ou 
de magnésie, chauffé à la lampe oxyhydrique (gaz d’éclairage.et oxy- 
gène), en le plaçant à une distance telle que son diamètre apparent, 
relativement au réservoir du thermomètre, soit le même que celui du 
Soleil, j'obtiens un exces de température ¢ — © de 0°,5 seulement. La 
température du disque est au moins égale, et dépasse probablement 
celle de la fusion du platine : on peut donc l’évaluer à 1900 ou 
2000 degrés. 

» Le R. P. Secchi a communiqué, il y a quelques mois, à l’Académie 
une expérience analogue faite avec la lumière électrique, dont il évalue 
la température à 3000 degrés, et il a obtenu une intensité de radiation 
44 à 36 fois plus petite que celle du Soleil. Je suis tout disposé à ad- 
mettre l'exactitude de cette expérience ; mais on pourrait peut-être ob- 
jecter qu’il y a assez d'incertitude sur la température de la lampe élec- 
trique et qu'il n’est pas certain que toute l'étendue du charbon, visible 
pour le thermomètre, soit également échauffée. Je m’arréte done seu- 
lement à mon expérience, contre laquelle les mêmes objections ne 
peuvent être élevées avec la même force. 

» Sila loi de Newton était exacte, pour calculer la température T du 
disque chauffé à la lampe oxyhydrique, on aurait la formule 


t—0—4T, 


(') Archives des Sciences physiques et naturelles (Bibliothèque universelle), 1872, t. XLIV, 
Pp. 220, ef t. XLV, p. 252. 


\ 
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183960 Or 


a étant égal à 


fe — 09, Cou. l—01080 


résultat absolument inadmissible, car il est certain que la température 
du disque est voisine de 2000 degrés et ne dépasse pas, en tout cas, 
2800 degrés : la loi de Newton ne se vérifie donc pas. 

» Le R. P. Secchi,en discutant, soit quelques-unes de mes expé- 
riences, soit la sienne, conclut à une température du Soleil de plus de 
100000 degrés. Son raisonnement se résume à dire que, puisque 
l'intensité de la radiation solaire est 44 fois plus forte que celle 
de la lumière électrique, la température du Soleil doit aussi être 
44 fois plus élevée que celle de la lampe. Cette conclusion ne me paraît 
point admissible, car elle revient à supposer que la loi de Newton est 
exacte à partir de 2000 ou 3000 degrés, tandis que l’expérience prouve 
manifestement qu’elle est inexacte entre zéro et 2000 degrés. 

» Passons à la loi de Dulong et Petit. M. Vicaire a déduit de cette 
loi, pour le cas qui nous occupe, la formule 


a'— @— aa", 


AY I , , ° ry 
oll & = 753,65 comme précédemment, et a= 1,0077. On tire de là 


log(at— a!) + log= 
IF 


loga 


Or si l’on applique cette formule à mon expérience où ¢ = 15°, 45 
et 6 = 14°,95, on trouve T = 870°, chiffre évidemment trop bas, 
comme l’a déjà fait remarquer le R. P. Secchi. Et si l’on fait le calcul 
inverse en cherchant la valeur de ¢ pour une température T = 2000°, 
on trouve que l'excès ¢ — 0, au lieu d’être de + degré, conformément 
à l’observation, devrait être de plusieurs centaines de degrés. Donc la 
loi de Dulong et Petit, si exacte pour les températures de zéro à 
300 degrés, cesse de l'être lorsqu’on dépasse ces limites. 

» Si, faisant un raisonnement analogue à celui que nous venons de 
critiquer à l'instant, on conservait la formule 


a—a=aa'; 
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en modifiant seulement la valeur du coefficient a que l’on déduirait de 
mon expérience, on trouverait pour cette valeur 1,0028 au lieu 
de 1,0077. Appliquant ensuite la formule à l'excès ¢ — 9, que j’ai ob- 
tenu au sommet du Mont Blanc, on arriverait au chiffre de 3330 de- 
grés pour la température du Soleil. Mais ce raisonnement n’est pas lé- 
gitime : la loi de Dulong et Petit étant inexacte de 300 à 2000 degrés, 
on ne peut admettre qu’elle soit applicable au-dessus de 2000 degrés. 
Et puisque le coefficient a, qui devrait être constant d’après la loi, di- 
minue de r,0077 à 1,0028, quand on passe de 300 à 2000 degrés, il 
est probable qu’il prendrait une valeur encore plus petite à des tempé- 
ratures dépassant 2000 degrés, ce qui conduirait, pour la température 
du Soleil, à un chiffre supérieur à 3330 degrés. 

» Mais ce n’est là qu’une probabilité, nullement une certitude, et 
je me borne, en résumé, à dire que je ne pense pas que l’on puisse 
actuellement arriver par cette voie à mesurer avec quelque approxima- 
tion la température du Soleil. Mon impression est qu’elle est notable- 
ment supérieure aux températures les plus élevées que l’on atteigne 
par des combustions et que l’on évalue à 3000 degrés environ; mais 
les dépasse-t-elle de quelques centaines de degrés, ou de quelques mil- 
liers de degrés? C’est la une question à laquelle je ne voudrais pas me 
hasarder de répondre. | 

À ce propos, permettez-moi de vous parler encore de quelques essais, 
dont une partie ont été faits dans votre laboratoire de l’École Normale, 
et qui, tout imparfaits qu'ils soient, montrent une fois de plus la 
grande intensité comparative de la radiation solaire. 

» Si l'on regarde une source de lumière, un bec à gaz, par exemple, à 
travers une ou plusieurs lames de verre bleu de cobalt, on observe que, 
pour une épaisseur convenable de verre, la flamme paraît d’une teinte 
pourpre, résultant de ce que le cobalt laisse passer les rayons rouges 
extrêmes ainsi que les rayons bleus et violets en interceptant les radia- 
tions de réfrangibilité moyenne. Si l’on observe, au travers de la même 
épaisseur de verre, une source de lumière à température plus élevée et 
par conséquent plus riche en rayons très-réfrangibles, elle ne paraît 
plus pourpre, mais bleue; il faut augmenter l’épaisseur de verre de co- 
balt pour obtenir de nouveau cette teinte pourpre; en effet, on ne mo- 
difie pas beaucoup par là la proportion de rayons rouges transmis, tan- 
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dis que les rayons bleus sont sensiblement affaiblis. Il y a donc une 
relation entre l'épaisseur du verre de cobalt qui produit la teinte 
pourpre et la température de la source, du moins s’il s’agit d’une lu- 
mière blanche émanant d’un corps solide ou liquide incandescent. Avec 
quelques perfectionnements, on pourrait baser sur ce principe la con- 
struction d’une sorte de pyromètre qui serait peut-être utile dans cer- 
tains cas. 

» Voici quelques résultats que j’ai obtenus en opérant avec des lames 
découpées dans un même verre de cobalt. A la température de la fusion 
du platine, deux de ces lames superposées suffisaient pour donner 
sensiblement la teinte pourpre; c’est ce que j’ai pu observer à loisirau 
Conservatoire des Arts et Métiers, lors de la fusion du lingot destiné à 
la fabrication des mètres internationaux, opération à laquelle j’ai eu 
la bonne fortune d’être présent. Peu après, grâce à votre obligeance, 
J'ai pu assister dans votre laboratoire à l’expérience de la fusion de 
liridium : au moment du maximum de température, cette source de 
lumière observée avec les deux mêmes lames de verre paraissait com- 
plétement bleue; mais avec trois lames on avait une teinte pourpre 
d’une nuance assez exactement semblable à celle que donne un bec à 
gaz vu au travers de deux lames. Or, si l’on observe le Soleil lorsqu'il 
est haut sur l'horizon et par un temps pur, on n’obtient la teinte 
pourpre ni avec trois, ni avec quatre, ni même avec six lames superpo- 
sées. Il faut une grande épaisseur de verre de cobalt pour arriver à cette 
nuance sur les bords du Soleil, et une partie de l'effet doit, sans au- 
cun doute, être attribuée aux défauts d’homogénéité des verres que 
j'ai employés. La lumière de la Lune donne le même résultat, ce qui 
montre que l'intensité n’a pas d’influence..... » 
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